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ДИНАМИЧЕСКИЙ ИЗГИБ ЖЕСТКОПЛАСТИЧЕСКИХ СЖАТЫХ БАЛОК 
Лепик Ю. 
Тартуский государственный университет 
Продольный изгиб упругих и упругопластических балок при 
динамическом нагружении рассматривался во многих работах, 
обзор которых можно найти в монографиях [i, 2] или в стать­
ях [4, 73. Следует отметить, что в случае упругопластичес­
ких деформаций решение таких задач является математически 
довольно сложным. Вследствие этого возникает мысль упрос­
тить ход решения, ограничиваясь лишь случаем жесткопласти­
ческого материала. Такой подход реализуется в данной статье; 
исследуются два типа задач (случай заданного закона сбли­
жения концов балки, продольный удар балки массой). При этом 
исходят из кинематических гипотез Кирхгофа (как показано ь 
работе [б], более точная модель Тимошенко дает лишь несу­
щественные поправки). Выводятся основные уравнения проблемы, 
которые интегрируются численно. Даются границы применения 
полученных результатов. 
I. Постановка задачи. Основные уравнения 
Рассмотрим балку прямоугольного поперечного сечения; 
обозначим через В , fv -и t ширину, высоту и длину балки. 
Ось х* направим вдоль оси балки, начало координат распо­
ложим з одном из концов балки. К балке приложена продольная 
снимающая сила P*Ct). Будем считать*! что сила P*(t) на­
столько большая, что I) в балке возникают пластические де­
формации, 2) начинается изгибание балки (т,е.происходит по­
теря устойчивости). Предположим еще, что отношение К/1 на­
столько мало, что гипотезы Бернулли применимы. 
Уравнения движения элемента, балки имеют вид 
ЭТ* ,, ЭУ Э'М* , Э <у«э^*у ..ЭУ' ,т п 
Эх" » 9ÕF Эх*ЧТ Эх*/ • (1л) 
Здесь и* - продольное перемещение, прогиб, Т*- про­
дольное усилие, М* - изгибающий момент, t* - время, 
и - линейная плотность. 
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Перейдём к безразмерным величинам 
- f .  Wf '  " ' f .  - f '  ,1.2 ,  
> P = 9M ' 
Здесь 6"д - предел текучести, q - плотность материала. 
Уравнения (I.I) рриобретают теперь вид (точками обозначе­
ны производные по -t , штрихами - производные по х) 
T ' - Ü ,  M ' + 4 ( T V ) '  =  4 Ü  -  ( 1 . 3 )  




или в безразмерных величинах 
М-±(1-Т*) . (I.41) 
В дальнейшем мы рассмотрим лмаь балку со свободно опёр­
тыми концами, тогда М>0 ив формулах (1.4) - (1.4') сле­
дует брать верхний знак. Деформации. 
= А!* -4- il £*  <JL + 
ZI (jfrt'
1 , (1.5) 
определим для пластической области из закона градиентальнос-
ти 4 
£* = АЧ j 
АЭТ* 6*ВЬ ' (1.6) 
ое* - д М. _ 4А 
Аам < -6»BF ' 
где А > 0. Исключая из формул (1.6) параметр А и учитывая 
соотношения (1.5), находим 
= + (1.7) 
Здесь обозначено для краткости X = (Л/е) • 
В силу требований Л> 0 должно быть £*4 0, эс*> 0 . 
Однако из (1.5) - (1.7) вытекает, что эти неравенства всегда 
выполнены. 
Допустим, что в некотором сечении х= возникает пласти­
ческий шарнир, а остальная часть балки остается жесткой. 
Тогда имезм ( f - стрела безразмерного прогиба) 
-иу = -^- при же [0,1[] J при xe^-fl . (1.8) 
Проинтегрируем соотношение (1.7) в пределах ^-e<.x*ij+£ 
и перейдём к пределу е-^0 . Учитывая непрерывность вели­
чины Т , ограниченность величины и формулы (1.8), нахо­
дим 
uCV-)-"(4-)={rfTty• (1-9) 
Следовательно,(если Т(^) * О ) величина а имеет разрыв 
в точке х = 17 • 4 
В жесткой области 4}"'= coast, е*= U-'+ = 0 7 
следовательно, и.' = соплЪ. Так как и(0) = ы0 , и(/1) = 0 , 
то имеем 
для хе [0, tp , 
(I.I0) 
для . 
Выполняя ещё условие разрыва (1.9), находим 
<1Л1> 
Интегрируем первое уравнение из (1.3). Дифференцируя фор­
мулы (I.10) два раза по t и подставляя в (1.3), находим 
ТС»)--Р+й0х--|л.г>(^) для хе[0,г/) ; 
(£.12) 
Т(х) = -Р + iЛ,ь(baL)2 для хе(^,4] , 
где обозначено 
*=|(fT = f+ff . (1.13.) 
Переходим к интегрированию второго уравнения системы 
(1.3). Интегрируя опять это уравнение в пределах 0[-fc, •*}+£•) 
и учитывая непрерывность величин Т и Ö1, после предельного 
перехода £ —- 0 находим 
• ( 1 л 4 )  
Далее интегрируем второе уравнение из (1.3) два разе по 
х , учитывая при этом формулы (1.12), краевые условия М(0)=-
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= М(-0=0, непрерывность момента М при х= ̂ и условие 
разрыва (1,14). В результате находим 
M=^x-2K<|^|Ai^+|Kf-24) 7 Х6М, (1Л5) 
%е(̂ ,4] . 




Эти соотношения в существенной мере упрощаются, если пре­
небречь продольными силами инерции (согласно работе [4] это 
допустимо, если d*/& < Ю~^, где cv - скорость распростра­
нения упругой волны). В таком случае из первого уравнения 
(1.3) находим Т'=0, и, следовательно,Т--Р = con&fc. Форму­
лы (1.9), (I.II), (I.14) - (I.16) остаются применимыми, если 
с д е л а т ь  с л е д у ю щ и е  п о д с т а н о в к и :  T ( t p  =  - Р  ,  < i 0 =  0 ,  в = 0  .  
Это приводит нас к уравнениям 
3^(1-^= ifpf+p2-! , (1И> 
ч 
2. Случай заданного закона сближения концов балки 
Рассмотрим случай, когда конец балки х= 0 перемещается 
с заданной постоянной скоростью v* (такая задача характерна 
для нагружения стержня с помощью пжесткой" испытательной ма­
шины). Переходя к безразмерной скорости 4>-= »7^, можем закон 
сближения концов написать в форме u0(i) = v-t. В начальной ста­
дии нагружения балка деформируется чисто упруго,остаётся пря­
молинейной,» мы имеем ( Ё - модуль упругости) 
a<x,i)- o-t-|bP(i)  . (2.1) 
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В некоторый момент времени -fc = iQ в балке достигается 
пластическое состояние,« мы имеем РН . Так как - О, 
то из (2.1) находим 
i>t0 = ̂  . (2.2) 
При t>t„ начинается выпучивание балки J и приходится ин­
тегрировать уравнения (I.II), (I.I6) или если возможно 
пренебречь влиянием продольных инерциальных сил то-урав­
нения (1.17), заменяя там u0»et. Это можно сделать численно 
(например, методом Рунге-Кутта). Рассмотрим еще, как задать 
начальные значения. Интегрирование начнем с момента времени 
t=+0- Принимая в (I.II) и0ж <*0 > Т(ц)»-Рж-4, находим 
fCto)—f W? + £«*„ - <[)' . (2.3) 
Надо найти еще f (+») . Для этого продифференцируем урав­
нение (I.II), так как fCfco)«1, то после отбрасывания чле­
нов более высокого порядка получим 
. (2.4) 
При интегрировании находим зависимость а также 
контактную силу Р- P(t). После каждого шага надо проверять, 
чтобы I T(x)l * 1 и lM(*)UM-T4oc)l для Vxe[0,4] . 
Данное решение имеет место, если потеря устойчивости не 
произошла в упругой области. Критическая нагрузка для упру­
гой балки равняется 
Pjj, - 3C1EB̂ 1/('f2lt) или в безразмерной форме 
P^-ic'Eb/OIZeJ . 
Так как на пределе текучести Р^. « d 5 то получаем неравенство 
-(!?>#, 
при котором жестко-пластический анализ послекритическвй ста­
дии возможен. 
Реальные скорости движения сближения концев балки настоль­
ко малы, что мы можем пренебрегать продольными силами инер­
ции и интегрировать упрощенную систему уравнений (I.17). При 
веебма малых скоростях нагружения имеет место статическое 
решение, для которого ^«0. Из системы (I.17) теперь находим 
ЬгрС1-Р 2) , •fc=^ rCi^3P tX / i-P 1)  . (2.6) 
У 
Из этих соотношений вытекает, что с ростом времени кон­
тактная сила Р монотонно убывает, а прогиб •f монотонно уве­
личивается. С увеличением скорости нагружения ir зависи­
мость Р-POt) имеет колебательный характер. Это обстоятель­
ство иллюстрируется на фиг. I, где представлены результаты 








Из этой фигуры вытекает, что колебания имеют место и для 
скорости поперечного изгиба . Что касается величины Т£ , 
то вычисления показали, что наибольшие прогибы появляются 
при » 0,о (т.е. когда пластический шарнир возникает » 
середине балки). 
8 
3. Продольный удар массой 
Пусть теперь на конец балки ос = 0 падьет масса 'S со ско­
ростью V* .Если ударный импульс достаточно велик, то в балке 
возникают пластические деформации и начинается изгибание.При 
этом контактная сила определяется из формулы 
р»Ш=-<9Й£ 
«=0 
Перейдем к безразмерным величинам (1.2), кроме того, вве­
дём параметр 9t= •S/CgBM-) (т.е. отношение ударяющей массы к 
массе балки); и результате получим 
Р = - ieä0 . (3.1) 
Преобразуем основные уравнения проблемы (I.Il), il.16), 
(3.1). Исключая величины Т(ц) и Р при помощи уравнений 
(I.II) и (3.1), можем второе уравнение системы (1.16) пред­
ставить в форме 
+ . (3.2) 
Первое уравнение из (1.16) после исключения величин ä0 , 




• 1. > ̂ [̂2«M(UU)]} + [f-2:  
После того, как уравнения (3.2) - (3.3) будут разрешены 
относительно старших прои'-водных |и ц,„ , можно их числен­
но интегрировать. Функции Т(х) и М(х) определим по формулам 
(I.I2), (1.15), причем опять должно быть 
|T(x)U1- !М(х)| iМ-Т2(х)| для V*e[0,4] . 
Система основных уравнений (3.1) - (3.3) опять значитель­
но упрощается, если можно пренебпечь продольными силами 
инерции; в таком случае придётся интегрировать уравнения 
(I.17) и (3.1). Рассмотрим, при каких условиях такое упро­
щение возможно. Исключая и? уравнений (3.1), (3.2) и (1.11) 
величины и„ и ü0 , находим 
+ (3.4) 
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Если не учитывать продольные силы инерции, то имеем Р * 
= согласно формуле (3.4) должно быть 
, Л*= X(fj£+f2)<M . (3.5) 
Для начального момента времени t=0 второе условие из 
(3.5) можно представить в виде 
'  , ( З Л '  
Таким образом,видим, что при скоростях падения, удовлет­
воряющих неравенству (3.6), можно пренебрегать продольными 
силами инерции. 
Начальные условия для рассматриваемой задачи составим 
следующим образом. В начале удара балка деформируется упру­
го (без изгибания), при этом контактная сила увеличивается. 
Если скорость удара достаточно велика,то с развитием дефор­
маций в балке возникает пластическое состояние (время i 
будем отсчитывать с этого момента времен*). При i>0 в се­
чении х- ̂ возникает пластический шарнир и начинается вы­
пучивание (при описании этого процесса мы упругими деформа­
циями уже пренебрегаем). Таким образом,начальными условиями 
являются 
г с при х= 0, 
u>,0)-f<«,0)-0, «М>-{0 т %t0 
Кроме того, имеем T(t|)—4 при t-0. 
При t-0 в уравнениях (3.2) - (3.3) появляется неопре­
деленность u0/f7 от неё можно освободиться при помощи пра­
вила Лопиталья 
tun -^=4—= * , (3.7) 
t* О f f(0) 
Определим еще минимальную скорость, при которой пласти­
ческое деформирование возможно. Для этого потребуем, чтобы 
кинетическая энергия ударяющей массы была больше максималь­
ной упругой потенциальной энергии балки, т.е. 
или в безразмерных величинах 
V5e»> а , ("""Уе) • (3.8) 
При весьма высоких скоростях удара формула (3.8) может 
оказаться неточной, так как при выводе ее мы не учитывали 
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волнового процесса при ударе. С целью получения более точ­
ной формулы вместо (3.8) придется проинтегрировать волновое 
уравнение. 
Это сделано ухе во многих монографиях. Здесь мы использу­
ем результаты работы [5] (см. стр. 402), где представлены 
формулы для определения максимальных сжимающих напряжений 
при разных значениях ж. Принимая в »тих формулах 6„пгг = , 
получим формулы для скоростей, при которых имеет место плас­
тический удар: ^ 
(4+ г )о->о,7 при 
(Vit + 4,4) *> CL , при 5<»6<24, X  
(VxJ + 4)-ö- > cv 1 при эе> 2.4 . 
Минимальные скорости & , вычисленные по этим формулам,не­
много меньше, как это следует из формулы (3.8). 
Существует и верхняя граница для скорости о- .Учитывая,что 
Т(«)=-4, I*}2 при^-0,из (3.4) находим 
Так как Р>0 , то jo *2/\ . На основании (3.7) получим 
t • <3-9> 
Принимая, например, ц = 0,5; tyt« 0,05; а= 0,05; at* 5, 
увидим, что 0,022 < О- <• 0,141. Если начальная скорость 
удара v не удовлетворяет неравенству (3.9),то наша исходная 
схема с одним пластическим шарниром неуместна и потеря устой­
чивости возникает при нескольких пластических шарнирах (это 
явление впервые было описано в работе [3] М.А.Лаврентьева и 
А.Ю.Ишлинского), но этот случай в данной статье не рассмат­
ривается. 
Для того, чтобы потеря устойчивости произошла в области 
пластических деформаций,должно быть выполнено ещё неравенст­
во (2.5). 
Из проведённых вычислений вытекает, что контактная сила Р 
постепенно уменьшается и наступает момент времени -fc * , 
когда Р= 0 . Далее имеют место три следующие возможности. 
I) Если 0, то удар закончен и ударяющая масса от­
летает от стержня с постоянной скоростью Коэффициент 
восстановления можно определить из формулы <р== |ti0(t<) !/<&-. 
2* 
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2) Если 0< й„(^) <  а / f i t ,  то согласно формуле (3.8) бал­
ка затвердевает и движение прекращается. 
3) Если <x,0(t1)>»/VÕ6, то происходит вторичный удар. Про­
анализируем этот случай подробнее. 
Перед повторным ударом балка становится жёсткой,контакт­
ная сила Р увеличивается и снова начинается выпучивание. 
В отличие от первого удара теперь имеем балку с начальной 
прогибью^-Ь,,)-^.Проводя такие же преобразования, как в § I, 
теперь вместо (I.II) получим 
и °  =  £ f O L f  +  f <  ~ Т •  < 3 . 1 0 )  
Уравнения (3.2) и (3.3) приобретают вид 
0»+фйв- + 7 (ЗЛ1) 
( 3 1 2 )  
Эта система, если включить сюда еще формулу (3.1), доста­
точна для определения величин Р , T(ij) , а0 , ̂ . 
Некоторого объяснения требует определение начальных ус­
ловий для момента времени i = tv Для простоты примем uo(t<)=0, 
кроме тогоfнам известна начальная скорость второго удара 
u0(t<)=e-4. Совершая предельный переход в формуле (3.10), на­
ходим 
t'ft. #-2^^-т<чЯ 
Такой же переход выполним и в уравнениях (3.11)-(3.12) , 
учитывая еще уравнение (3.1) и обстоятельство, что — 0, 
увидим, что уравнение (3.4) сохраняет свой прежний вид, а 
уравнение (3.12) можно представить в форме 
(l + ж) Р2 + + + + О ̂ ~ -у г rL^T^/T4T^v-5e:/jr (ЗЛ4) 
-U(|^)Z+Ubfi = 0 , 
i 1 где *4 = fv. 
Систему уравнений (3.4), (3.13) и (3.14) решаем итерацион­
ным методом. Для этого выбираем некоторое начальное значение 
для T(ij) (принимая, например, Т(ц) = -1) .Затем определим ве­
личину ß из уравнения (3.13) и контактную силу Р из 
квадратного уравнения (3.14). Этот процесс повторяем, пока 
нужная точность не будет достигнута (конкретные вычисления 
показали быструю сходимость этого метода). 
Отметим, что скорость поперечного прогиба £ претерпе­
вает при t = t1 скачок. Для определения этого скачка про­
дифференцируем по времени соотношение (I.II). В результате 
находим 
=[2f4 - Щ]f cv)- fjty). 
Сравним этот результат с формулой (3.13).Учитывая непре­
рывность величин f- , ü0 , TOtj), находим 
[Ц<-TCtj)][fCi+>- i(t-)]=-fj(u) • 
так как T(ij)<0 и монотонно возрастает, то 



























Если второй удар закончится, то возможен и третий и по­
следующие удары (при проведении расчетов было зарегистриро­
вано несколько тысяч ударов). Этот процесс заканчивается 
опять, если на i-том ударе а/у/эе . С увеличением 
скорости падения массы »У возникает ситуация, где прогибы 
|(t) превышают заданное значение fma*, 7 а процесс ударе­
ния еще продолжается. В таких случаях мы будем считать, что 
балка потеряла свою несущую способность; соответствующую 
скорость е- будем называть критической. 
Представим некоторые результаты расчетов. Графики величин 
Р , ü„ , f , f как функций от времени представлены на 
фиг. 2-3; в первом случае^реализуется однократный, во вто­










z Фиг. 4. 
эпюры продольной силы Т и изгибающего момента для трех мо­
ментов времени (фиг. 4). Критические скорости для некоторых 
значений параметра эе даны в таблице I; расчет проведён 
при a =* 0,05; f~ * 3. Значения соответствуют слу­
чаю fu/t =» 0,05; значения вычислены при К/1 - 0,1. С 
увеличением ударной скорости v происходит переход от одно-
Гай л. I 
•эс 4? 
0,25 0,140 0,211 
0,50 0,133 0,186 
1 0,108 0,157 
2,5 0,054 0,119 
5 0,043 0,092 
10 0,033 0,070 
25 0>023 0,0*7 
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кратного удара к многократным; вычисления показывают, что в 
этот переходный момент времени прогибы и время движения уве­
личиваются скачком; этот эффект продемонстрирован на фиг.5; 
вычисления проведены для tyE = 0,1; эе = 5; при tr < 0,045 
происходит однократный удар, при лг> 0,045 - много кратны*. 
0.3 
Змг. 5. 
Все эти вычисления были проведены при = 0,5. Путем 
конкретных расчетов выяснено, что в случае <£#0,5 или не 
выполняются неравенства ITK 4, М+Тг < \ , или прогибы будут 
меньшими, чем в случае = 0,5. Отсюда можно сделать вывод, 
что случай <|+0,5 практического значения не имеет. 
Интересно было бы сопоставить полученные результаты с экс­
периментальными данными. Но, к сожалению, все известные авто­
ру исследования проведены при настолько больших гибкостях 
балок, при которых потеря устойчивости происходит при упру­
гих деформациях. 
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Dynamic response of rigid-plastic 
axially compressed beams 
tJ. Lepik 
Summary 
Analysis of elastic-plastic beams under dynamic axially 
compressing loads is mathematical ly quite complicated, 
therefore simplifications obtained by making use of the mo­
del of a rigid-plastic body are desirable. This is the to­
pic of the present paper. The material of the beam is as­
sumed to be rigid-plastic (without strain hardening) and to 
obey the associated deformation law. It is supposed that a 
single plastic hinge appears in the beam (which may be lo­
cated in an arbitrary cross-section). Two types of loading 
are considered: (i) one end of the beam is displaced axial­
ly at a constant speed (§2), (ii) the beam is struck by a 
constant mass body (§ 3)- These problems were solved nume­
r i c a l l y ,  t h e  m a i n  r e s u l t s  a r e  d e m o n s t r a t e d  i n  f i g .  1 - 5 .  
Bounds of valitity of the obtained solutions are discussed. 
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ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ СТУПЕНЧАТЫХ БАЛОК 
ОПТИМАЛЬНОЙ КОНФИГУРАЦИИ ПРИ НАГРУНЕНИИ ПАДА£ЩЙ МАССОЙ 
А.П.Дзюба, В.В.Костырко 
Днепропетровский государственный университет 
Ю.Лепик 
Тартуский государственный университет 
При проектировании и исследовании свойств конструкций с 
оптимальными параметрами в настоящее время преобладающими яв­
ляются теоретические методы с дальнейшим анализом результа­
тов, полученных, как правило, численно. Экспериментальная же 
проверка свойств проектов с оптимальными параметрами,позволя­
ющая сделать окончательное заключение об их преимуществах, 
а следовательно, и прикладном значении используемых методов 
исследования, выполняется довольно редко. 
Настоящая работа как раз и посвящена подобной проверке, 
проведенной на примере балок, спроектированных из условия ми­
нимума максимальных прогибов под действием ударной нагрузки. 
Методика расчета и соответствующий алгоритм получения 
оптимальных параметров балки, подверженной динамическим 
воздействиям,разработан в статье [i]. В эксперименте путем 
сравнения максимальных прогибов, возникающих при статическом 
нагружении и под действием ударной нагрузки, оценивалась эф­
фективность работы 2- , 3- , 4-ступенчатых балок оптималь­
ной конфигурации по сравнению с балкой постоянного сечения, 
изготовленной из такого же количества материала. 
Объект исследования представлял собой консольную балку с 
постоянным.или ступенчатым изменением высоты прямоугольного 
поперечного сечения по длине(фиг. I). 
Модели изготавливались из оргстекла с удельным весом 
9 = 0,1106 . 10 4 кг/ м3, обладающего хорошими упругими 
свойствами и высокой технологичностью. Длина консоли и шири­
на поперечного сечения балки для всех случаев были одинако­
выми: Е = 25 см, fr- = 0,27 см. Высота сечения балки посто­
янного сечения принималась fv = 1,12 см, и в дальнейшем объем 
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5«Г. I. . 
l4 = 10,75 см , 
iL = 8,5 см , 
tj = 5,75 см , 
для 4-ступенчатой балки 
= 8 . см , 
= 5,5 см , 
= 6,25 см , 
t<f = 5,25 см , 
V = 7,560 см3 
( 6 = 0,836 н). 
Изменение высоты се­
чения ступенчатых балок 
оптимальной конфигура­
ции назначалось в соот­
ветствии с данными табл. 
2, 4, 5 статьи [I],слу­
чай 13 при |Ь = I 
(вес падающего груза ра-
.вен весу материала бал­
ки) . В результате полу­
чено для 2-ступенча­
той балки 
£< = 17,5 см , 
= 1,31 см , 
tj = 7,5 см , 








= 1,47 см , 
k2= 1,26 см , 
1,00 см , 
0,59 см. 
Для определения модуля упругости материала была прове­
дена серия опытов по измерению прогиба балки под действием 
статически приложенного сосредоточенного груза Р на конце 
консоли при различных значениях Put. После статисти­
ческой обработки данных, полученных с использованием фор­




Установка для испытаний, принципиальная схема которой 
приведена на фиг. 2, состояла из монолитного основания I, 
жестко крепящегося к нему массивного штатива 2 и рейсмус-
-штанги 3. Штатив 2 служил для жесткого крепления к нему 
объекта исследования (балки) 4. На рейсмус-штангу 3 подвиж­
но устанавливалась стеклянная трубка 5 со шкалой с ценой 
деления I мм и устройством для сбрасывания грузов, а также 
микрометрический винт 7. Электрическая цепь соедавниа кон­
такт на конце балки в точке А и головку микрометрического 
винта (точка В). При замыкании контакта загоралась лампочка 
8. ' _ 
Высота сбрасывания Hi (t= 4, к,), определяющая скорость 
= v2gHc груза в момент удара, контролировалась по шкале 
трубки о. Устройство для сбрасывания обеспечивало нулевое 
значение скорости груза в верхней точке и идентичность нж-
чальных условий в различных попытках. Нулевое положение го­
лов:« микрометрического винта 7 (W = 0) устанавливалось по 
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замыканию электрической цепи (загоранию лампочки 8). Далее 
устанавливался начальный зазор мг0. Значение прогиба балки 
<<>• в точке А под действием ударной нагрузки определялось 
методом половинного деления по схеме: есть контакт - нет 
контакта и дальнейшего выбора точки в середине промежутка. 
Факт контакта балки фиксировался по колебаниям лёгкого ме­
таллического колпачка, установленного на головке микрометри­
ческого винта 7, который при соприкосновении с балкой легко 
выводился из равновесия. Отметим, что,несмотря на простоту, 
подобный способ регистрации контакта оказался значительно 
эффективней, чем использование электрических цепей, где ин­
дикаторами служили осциллографы. 
Для определения оказывалось необходимым 10 - 20 
сбрасываний груза. Все опыты были проведены трижды для гру­
за, вес которого равен весу материала балки ( 6 » 0,836 н) 
(случай jb = I работы [i]). 
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лице I. Полученные зависимости максимального прогиба балки 
от высоты сбрасывания (начальной скорости груза) подтверж­
дают повышение эффективности использования материала с уве-
t личением числа ступеней проекта. Так,например, снижение ма­
ксимального прогиба балки оптимальной конфигурации по срав­
нению с консолью постоянного сечения для 4-ступенчатого 
проекта составляет более 15%. 
Кроме того, проведенные испытания продемонстрировали и 
хорошее количественное совпадение с расчетными данными. 
Действительно, отношения максимальных перемещений балок сту­
пенчатого профиля и постоянного сечения ( <$ = ) для 
2- , 3- , 4-  ступеней изменения жесткости балки в соот­
ветствии с результатами работы [I] (табл. 4, 5, 6, случай 
13) равны: St = 0,885, <5, = 0,853, <У» = 0,844. В таблице I 
настоящей работы приведены экспериментальные значения ** 
(колонка „а") и для сравнения (колонка «б")-результаты ум­
ножения максимального прогиба &соплЬ балки постоянного се­
чения на соответствующий коэффициент (к = I, 2, 3). По­
лученное отличие данных составляет не более 3*556. 
Проведенные экспериментальные исследования подтвёрждают 
достоверность методики [I] проектирования ступенчатых балок 
оптимальной конфигурации при динамических воздействиях и 
указывают на целесообразность их практического использова­
ния, поскольку такие конструкции обладают более высокими 
жесткостными качествами, чем балки постоянного сечения, из­
готовленные из того же количества материала. 
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Experimental investigation of stepped beams with 
optimal configuration struck transversely by a mass 
A.Dzjuba, B.Kostyrko, [f. Lepik. 
Summary 
In paper [l] for the problem of optimal design of elas­
tic stepped beams, struck transversely by a mass, a theo­
retical solution was given. Experimental tests, which are 
described in the present paper, agree well with the results 
of the paper [lj. 
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ДИНАМИЧЕСКИЙ РАСЧЕТ ЖСТКОПЛАСТИЧЕСКИХ БАЛОК 
С ФИКСИРОВАННЫМИ ЮНЦАМИ 
Т. Лепикулт 
Тартуский государственный университет 
Рассматривается динамическое поведение жесткопластиче-
ских ступенчатых балок с несмещащимися опорами. Изложена 
методика решения задачи на ЭВМ. 
1. Постановка задачи 
На жесткопластическую балку кусочно-постоянной высоты 
и прямоугольного поперечного сечения в некотором промежутке 
времени действует поперечная нагрузка. Концы балки могут 
быть защемлены или свободно оперты. Опоры не могут переме­
щаться в осевом направлении, так что при изгибании балки 
возникают продольные силы. Предполагаем, что максимальная 
нагрузка выше предельной. Тогда некоторые части балки (или 
вся балка) переходят в пластическое состояние. Движение 
балки кончается в момент времени, когда вся кинетическая 
энергия, приобретенная в процессе нагружения, расходуется 
на пластическую работу. Поставим задачу найти остаточные 
прогибы балки. Остаточные прогибы предполагаем настолько 
малыми, что продольную силу, возникающую в процессе дефор­
мирования , можно считать постоянной величиной относительно 
координаты вдоль оси балки. 
2. Основные уравнения 
Представим уравнение движения балки в виде 
где <*)"* - прогиб, М* - изгибающий момент, N* - продольная 
сила, В, к, - ширина и высота балки соответственно, д -
плотность материала, X - координата вдоль оси балки, ir -
время, - давление. 
Введем еще следующие обозначения: V и 21 ~ объем и 
длина балки соответственно, К* = V/(2Bt) - средняя высота, 
25 
4 
в* - предел текучести материала. Тогда кривая предельного 
состояния сечения балки имеет вид 
м:=±((ь<^-(У)' (2) 
где М4 и NA - соответственно предельный изгибающий момент и 
продольная сила для балки постоянной высоты того же объема. 
Этой кривой соответствует ассоциированный закон течения 
3*-* _ -L. 2N*Ma Ээе* 
3t dt ' (з) 
af« , э<д* эУ* ая£— ЭУ* 
9t ~ 9»9t 9» 3»9fc ' 9t Эх2 9t ' 
В последних формулах через а* обозначено перемещение вдоль 
оси балки. 
Введем следующие безразмерные величины: 
b'h «'-h г-Ь' 
п 2N4 - = 8ВЕ!а,» а. 
Л шТПГ» fTTv*! 1  ' х  ' г~ё*\/*'  ^Е1 ' 
«--Ж=т, »-5^«*. "-tlvKTT l<v 
£=/-^^г)е% at-Й^эе*. г-±-' 
(4) 
^ВСКГ' ""ъбМ™ ' \36Avtô " 
äStiJ6*' 3<"1ёБэ6*' r"fc7 
где t„ - момент снятия нагрузки, о,* - координаты, в кото­
рых высота балки изменяется скачком. 
Уравнения (I)—(3) в безразмерной форме имеют вид 
т-, = -6МШ/, + 6у<3'-|ъ(6,,,с), (5) 
m,= ±(/-n*) > ( б )  
ЗЯб = ± nit, в= й'+V-'ti-', эе = -1)-', (7) 
где штрихами обозначены производные по 4 > а точками -
по V 
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3. Интегрирование уравнений движения 
В ходе нагружения в балке возникают пластические шарниры 
и пластические зоны. Между ними материал балки остается же­
стким. Шарнир! и границы зон могут двигаться вдоль оси бал­
ки. Эпюра скоростей прогиба балки между ее концами и пла­
стическими зонами является кусочно-линейной непрерывной 
кривой (фиг. I). Через V=0,...,IL} обозначена 
совокупность координат концов балки, границ пластических 
зон и пластических шарниров. 
Рассмотрим интегрирование уравнений движения. 
На участках, не содержащих пластических зон, скорости 
прогибов полностью определяются элементами совокупности В 
и скоростями прогибов , где V£ определены на фиг. I. 
Скорость прогибов на участке, не являющемся пластической 
зоной и расположенном между элементами совокупности. В и 
P>vH,определяется формулой 
< Х 6 , • * )  =  « г + •  ( 8 )  
Обозначим через Н = (^} множество координат всех 
шарниров, границ пластических зон, скачков высоты, концов 
балки и точек разрыва величины <&" (т.е. точек разрыва пра­
вой части формулы (5)). Продифференцируем последнее соотно­
шение по V . Получим 
/Ьч- г М /  * \  
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Проинтегрируем последние соотношения дважды по £, .Получим 
£ 
Ъ _ [2P»i-4rt)T fa h V J ) 
vi+< MV ' 
 ̂dfe,̂  <K£,t) cu;=lt,j(4,*c) -
ъ c%V N у ; Л 
6<(|W N 3̂  У W< M y- j—rfi) 
(10) 
Обозначим символами «ц.(£,,т) и «и(^,т) ту часть величин 
и т/(£,,т) , которая не зависит от давления Проинтегри­
руем соотношения (5) дважды по £> , учитывая соотношения (101 
Получим рекуррентные связи 
TA+(£,,X) - M+CJBT/C) - 6ХП[<У(4-)-
1 У ( ^ + ) "  + 6 { ^ ,  
tvtj't* MVV , х 
т+(4,т)- m+(p>t,-c)- 6xtv(«<y- UI) 
f+6{£ y(ijj+)-1 V(̂ } • 
Для функции и получим формулы 
tn'(4,t:> W+(£,,t)- ̂ jv(£,,t)d4 , 
eP*« 6 
m,(4,-c) = ta+(4,-c)d£,\ . 
>o К 
Расчет начинается с соотношений пг'+ (|Ь 7т) - tn'0(*с) 
= та0Сс) (символами т0(т) и т̂ ,(т) обозначены значения изгибаю­
щего момента и его производной в каком-то фиксированном эле­
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менте jb^e В). 
В пластических зонах должно выполняться условие 
т(£,,т) = ±(у(£,)-пЧ,с))=с(т) . (13) 
Отсюда следует, что тЛ= 0, 4еfv+il • Лз уравнения (5) 
следует тогда 
. (14) 
Последнее уравнение является уравнением в частных произ­
водных гиперболического типа. 
4. Система уравнений для определения ускорений 
Допустим, что к какому-то моменту времени нам известны 
прогибы , поле скоростей прогибов и пре­
дельная сила tv . Обсудим, как определить ускорения про­
гибов . 
В пластических зонах определим ускорения по формуле 
(14). Из формулы (9) вытекает, что на остальных участках 
достаточно определить величины f>i и «г , i = 0,... ,п . 
Рассмотрим часть балки, ограниченную справа и слева 
концами балки или пластическими зонами и не содержащую 
пластических зон. Допустим, что имеется m элементов ^ , 
таких, что Pv, , где р*.,е В и fb^e Ь 
являются соответственно левой и правой границей рассматри­
ваемой части балки. Допустим еще, что I из них таковы,что 
•y((bi-)= общем случае такие шарниры и границы 
пластических зон являются нестационарными, т.е. р<,<> 0 ). 
Неизвестными являются flv величин , С величин рц,, tit„ 
и w'„ . В общей сложности получается <пл1+2 неизвестных. Сис­
тему уравнений для их определения получим из следующих ус­
ловий : 
а) если p>i является координатой пластического шарнира 
или границей пластической зоны, то должно быть 
*1(рО=±(уД,(р«,)-л4) , 
где ym(4) = «ил (у (4-), у<4+)) 
если fa является координатой свободного опирания балки, то 
<u(fbi)=0 у 
если у координаты jb(, балка заделана и там нет шарнира, то 
= h или • 
б) у каждой границы участка мы имеем по одному условию 
Для ; 
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если jbi является координатой конца балки, то = 0 ; 
если же у этой координаты находится граница пластической 
зоны, тогда иэ уравнении (9) вытекает, что 
I)V +)«0 
в правом конце или 
в левом конце. 
Последние члены в левых частях этих уравнений придется вы­
числить по формуле (14). 
в) если , тогда тXf>i)=0 . 
Иэ условий а) мы получим т уравнений, из условий б) - 2 
и из условий в) - I уравнений, в общей сложности т+ 1 + 2 
уравнения. Эта система уравнений является линейной относи­
тельно искомых переменных. При составлении этой системы 
придется рекуррентно вычислить ее коэффициенты, используя 
соотношения (II) и (12). 
Эта система является сингулярной в двух случаях: 
*) если балка является статически неопределенной и нет ни 
пластических зон, ни шарниров; 
**) если существует шарнир & такой, что у(Е>«+) = 
и . л - г—»— (такая ситуация имеет место при 
Pi+4 Рь рй~ Pi-1 
возникновении новых и исчезновении старых шарниров). 
5. Определение продольной силы 
При определении продольной силы исходим из ассоциированно­
го закона течения (7). На жестких участках dc = £ = 0 . Из 
третьего уравнения (7) следует, что <У= a(t) = - р[ ; 
где pi, является координатой начала жесткого участка. При­
меняя теперь вторую из формул (7), получим 
<ь(/ь •*,-)- (Ib) 
Исключая из уравнений (7) вел ичины е н « , находим 
3?v(<x/+ * ***' - (16) 
Проинтегрируем последнее соотношение в границах от f>i~S 
до и перейдем к пределу <5 —0 . Учитывая, что величи­
на - ограниченная, получим 
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d(pi+) = Aiqn,(in{(bi))fy(<š'Cpi+)-4ir'(pi-) . (17) 
Интегрируя соотношение (16) в пластической зоне, получим 
Pi*4 
tt(^r)=<Up>i+)-j w'<d-'d4-j^-|&(.pU<-)-4»'( +̂)l - (18) 
f* 
Применяя формулы (15), (17) и (18), проходим постепенно 
весь отрезок £,«[0,2] . Учитывая, что u-(O-) = <д,(2+) = О , 
<>'(0-)= <ir'(2+)= 0 и обозначая 
|trt(f>i+)| -t -п.'} , 
1̂ ,= {t: |m,(pi+)! = -y1(p)i+)-flf} ? 
получим 
Z <>'(̂ +)[<<K|bui)- +Z j u'ti-'ciä. 
u = -3x-^= .(19) 
ZoAtyv(nv(|bi))[ti-'ifpi*)-Zl<fr'(|W)-<ir'<pE$ 
Если значение продольной силы, вычисленное по последней 
формуле, превосходит ее предельное значение, т.е. если 
ti>ti/mp-r. ==e<TU/i^yfe) » то придется положить tv-<1таас, • В 
этом случае часть балки (или вся балка) переходит в мем­
бранное состояние (безмоментное пластическое состояние). 
6. Ход решения задачи 
Рассмотрим сначала вопрос, каж вычислить предельную 
нагрузку. После дискретизации уравнения равновесия (5) при 
tt-sO и перехода к новым переменным +п£ - «ч+^С^мы при­
ходим к следующей задаче линейного программирования: 
— пкис, 
••Чн~2лп>Х + nvtrt + fCjv<(4i)',tv-1 f 
**с-2.у*(£0* 0 , *-0,...,rv, 
*ц>0, t-O, f i f b O  . 
Здесь принято f>(&$=f-oCti • fuCSX Если какой-то конец балжн 
свободно оперт, то прибавляется условие «vj = 'fiP) пяя/и 
= у* С Л . 
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После решения задачи линейного программирования найдем 
момент начала деформирования, решая уравнение 
Мы можем также определить начальное число и координаты пла­
стических шарниров, анализируя найденные значения tn-t : 
если m-t = 0 или лг| = 2y2(4i.), то в соответствующей точке 
появляется новый пластический шарнир. 
Теперь приступим к интегрированию системы уравнений по 
т . Рассмотрим шаг интегрирования. Сначала составим си­
стему (или системы) уравнений для определения производных, 
описание которой (или которых) приведено в пункте 4. 
Если эта система является сингулярной по причине **), то 
заменим уравнение -пг'фс0) = 0 уравнением рс0= 0 , где 
jbi,0 - координата шарнира, где 1Су'(^с0+)= • 
Решая эту систему относительно производных, мы мо­
жем провести шаг интегрирования (или при использовании мно­
готочечных методов промежуточный шаг). Так как в систему 
уравнений входят значения прогибов шарниров, то придется 
еще провести шаг интегрирования тривиальной системы уравне­
ний , где = wCpi) • 
Затем проводим шаг интегрирования пластических зон.Это 
можно провести методом конечных разностей, но если при ре-
- тении остальных систем применять, например, метод Рунге-
Кутта четвертого порядка, то кажется более естественным 
применение метода прямых, причем получающиеся при этом си­
стемы обыкновенных дифференциальных уравнений интегрируем 
опять методом Рунге-Кутта. Краевыми условиями являются либо 
<|У С pi)1* 0 , если pi является координатой конца бал­
ки, либо <*(pi) = , если одна из границ участка интегри­
рования совпадает с координатой . 
После каждого шага (или промежуточного шага)определим 
значение продольной силы tv по формуле (18). 
Придется также проверить, выполняется ли условие 
|т-(4,*)1<7е-*е - (21) 
Значение момента в последнем неравенстве придется вычислить 
по формулам (II)-(I2). Если в какой-то точке это условие 
не выполнено, то там появляется новый пластический шарнир 
или старый шарнир переходит в пластическую зону. Последний 
случай реализуется, если условие (21) нарушается в непо­
средственной близости шарнира (фиг. 2). 
1U 
<Еиг. 2 
Еще надо проверить, выполнено ли требование неотрица­
тельности диссипации энергии 
bic]n(ni(fbJ(w-'(pi-~) - St О 
в пластических шарнирах и 
- 1тш"+ п(й' + w'i&')> О 
(22) 
(23) 
в пластических зонах. 
Если неравенство (22) где-то нарушается, то соот-
ветствущий шарнир исчезает. Если же нарушается неравнство 
(23), то в соответствующей точке материал балки переходит 
в жесткое состояние. 
Если балка находится в мембранном состоянии, то в без-
моментных пластических зонах £ не определяется единствен­
ным образом и поэтому неравенство (23) непосредственно не­
применимо . 
Мембранное состояние реализуется только тогда, когда 
напряженное состояние сечения балки находится в угловой 
точке кривой текучести. Это значит, что соотношение (16) 
не действует и вместо него имеет место неравенство 
(24) 
С другой стороны, поскольку в пластических зонах мембранно­
го состояния 0 , то из неравенства (23) находим, что 
i>0 . (25) 
Введем следующие обозначения: 
i£-UeV tn<|v) = о] - совокупность координат 
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левых границ пластических зон в мембранном состоянии, 
, (26) 
Ai,- <i/(fbt+)-&(pfc-) . (27) 
Из неравенства (25) следует, что 
б.з-О, *i>0, (28) 
Проинтегрируем формально соотношение (26) и дискретизируем 
интеграл в левой части. Получим 
= I . (29) 
3 > 
Применяя формулы (15), (17), (18), (27) и (29), мы находим 
Соотношения (25), (28), (24)и (30) могуг быть интерпретиро­
ваны системой ограничений какой-то задачи линейного про­
граммирования. Если она окажется противоречивой (а это 
значит, что £ нельзя определить), то считаем, что бал­
ка выходит иэ мембранного состояния. 
Движение заканчивается, когда все пластические зоны и 
шарниры исчезают. 
7. Примеры 
Приведем два численных примера. Конфигурации балок при­
ведены на фиг. 3. 
Нагрузка fvCE, ,г) - 20 exp. (^cõ|d) ££(Ä' АЧх) 
изображена на фиг. 4. Картины появления исчезновения шар­
ниров и пластических зон показаны на фиг. 5 и 6 (пунктиром 
изображена пластическая зона). Конечные прогибы показаны 
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Calculation of dynamically loaded rigid-plastic 
beams in case of fixed ends 
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Summary 
Dynamic response of a rigid-plastic stepped beam, loa­
ded by a pressure over a time interval 0 < t <. t0, is 
discussed. The ends of the beam are either simply suppor­
ted or clamped. The edge constraints prevent axial displa­
cements, so that the membrane action must be taken into 
account. 
System of equations of motion are derived. The algo­
ritme of solution are prescribed and some numerical examp­
les presented. 
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ОПТИМАЛЬНОЕ ПРОЕКТИРОВАНИЕ ЖСТКОПЛАСТИЧЕСКИХ 
КОЛЬЦЕВЫХ ПЛАСТИН ПРИ УСЛОВИИ ПЛАСТИЧНОСТИ МИЗЕСА 
Я.Леллеп,-- Ю.Маяк 
Тартуский государственный университет 
Задачи оптимального проектирования осесимметричных жест-
копластических пластин заслуживали достаточно много внима­
ния после установления принципа Дракера-Шилда [з]. Однако 
большинство задач решено в предположении,что материал плас­
тины подчиняется условию пластичности Треска или некоторому 
другому кусочно-линейному условию пластичности. Круглые и 
кольцевые пластины, материал которых подчиняется условию 
пластичности Мизеса, рассматривались в работах [4, 5, б] в 
предположении, что при заданных нагрузках напряженное со­
стояние пластин является предельным состоянием. 
Ниже рассматривается задача оптимального проектирования 
кольцевых пластин в геометрически нелинейной постановке. 
Исследуются идеально трехслойные пластины в случае нелиней­
ной аппроксимации точной поверхности текучести, соответст­
вующей условию пластичности Мизеса. Выводятся необходимые 
условия оптимальности, которые применяются при численном 
решении задачи. 
I. Постановка задачи и основные уравнения 
Пусть кольцевая пластина подвержена действию равномерно 
распределенной поперечной нагрузки интенсивности Р . Внут­
ренний край пластины свободен, внешний - шарнирно закреп­
ленный. Внутренний и внешний радиусы обозначим через си и 
R соответственно. Пластину считаем идеально трехслойной; 
ft, - толщина несущих слоев, Н - общая толщина. 
Предположим, что интенсивность поперечной нагрузки пре­
вышает несущую способность пластины, но радиальное и попе­
речное перемещения U ,V не превышают порядок толщины 
пластины. В этом случае для определения напряженно-деформи­
рованного состояния пластины можно применять уравнения Кар­
мана. 
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Поставим следующую задачу: требуется найти толщину плас­
тины, при которой объем несущих слоев пластины, т.е. функ­
ционал 
г* 
= \ fur dr, (I.I) И 
а. 
достигает минимального значения при данной нагрузке и за­
данном значении максимального прогиба Ц,=Ца). Величину W0 
будем интерпретировать как максимальный прогиб аналогичной 
пластины постоянной толщины Рие. Допустим, что переменная 
толщина пластины ограничена сверху, т.е. 
fv- 0 , (1.2) 
где Рц - некоторое заданное число. 
Материал пластины считаем идеально жесгкопластическим, 
подчиняющимся условию пластичности Губера-Миэеса.Точную по­
верхность текучести будем аппроксимировать нелинейной по­
верхностью 
tif-1ъ4п2+tif + mf-(1.3) 
которая соответствует удовлетворению условия Мизеса в сред­
нем [i]. Здесь и в дальнейшем будем использовать безразмер­
ные переменные 
л _ f su OL 
9 ~ р ,  "R"' , V. 
A KJ 
n Кг m N.V (1.4) 
«v- , "v= » M. ' 
« . =  
RN»U PRl 
~мГ ' f 2M. 
где через N, и M, обозначены предельные усилие и момент 
для пластины с толщиной k. , т.е. Ne= 260кщ.7 М»=б^К-,Н. 
Допустим, что имеет место ассоциированный закон деформи­
рования, согласно которому вектор компонентов деформаций яв­
ляется внешней нормально к поверхности (1.3).Используя обо­
значения (1.4),запишем закон градиентальности в виде [I] 
(здесь и в дальнейшем штрих обозначает дифференцирование 
по <£ ) 
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а'+||й̂ г = л?(2п1-пг) j , 
I - v(2n2- тц), (L5) 
Исключая из (1.5) неопределенный неотрицательный множи­
тель V и добавляя к этой системе уравнения равновесия,при­
ходим к следующей системе уравнений [i]: 
< = |C-az-ti,) , 
К = !1 
w'-г, 
, ъ2шл-т, (1-6> 
9 2tn,t- чтц ' 
2 9 2tn,j- ta,, ' 
Здесь величину * (наклон прогиба) можно рассматривать как 
вспомогательную переменную. Очевидно, из (1.5) следует не 
учтенное в (1.6) соотношение 
(2 ẑ-+(2m.£-m,,)a= 0 7 (1.7) 
которое будем интерпретировать как уравнение для определе­
ния неизвестной функции -т., (или п2 ). 
При данном виде закрепления пластины имеем следующие 
краевые условия: 
ГЦ (alz) = ТТц(оС) = 0 itiK<*) — 43"о , fn<(4) = iti-Cd) = <iXO= 0,(1.8) 
где величину hf0 считаем заданной. 
2. Условия оптимальности 
Поставленная задача заключается в минимизации функциона­
ла (I.I) с учетом дифференциальных связей (1.6) и ограниче­
ний (1.2), (1.3), (1.7), а также краевых условий (1.8). 
Сформулированную задачу рассмотрим как задачу оптимального 
управления, где ,хт< , - фазовые переменные, 
а n,z , m.z , V - управления. 
Для вывода необходимых условий оптимальности введем 
сопряженные переменные , ... , <р, , множители Лагран-
жа if , , fL и составим расширенный функционал 
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д*' $ n,<)]+- |0"V Ю + 
+ tV,i+̂ Ĉ -*?)] + W~i) + ̂(i'-| 2пг2-1|тц)+ 
+H>s(u.'+^b2+ j| 2nij-tTl)+ lP(nf~fV'Z+ fl2 + 
+ «v'-trv^mg + tn£ - ifr1)+jjjfa.n.t- и^а+Сйп^-^тц)«/] + 
+ ̂(tf-o-1 + 9a)}cL§ . 
Величина 9 в (2.1) интерпретируется как управление; оно 
используется для того, чтобы запивать неравенство (1.2) 
в виде равенства. Что относится к ограничению (1.3),то,сле­
дуя [I, 2],допустим, что напряженное состояние пластины 
соответствует некоторой точке, лежащей на поверхности те­
кучести (не внутри её). 
Функционал (2.1) варьируем среди непрерывных фазовых 
переменных. В то же время управления <г , ti2 . trt2 , 9 мо­
гут иметь конечное число точек разрыва. 
Приравняв к нулю вариацию функционала (2.1) и считая ва­




-1 + % #>--2̂ Г f(2rL*~ О = 0 , (2'2> 
§ д(2.т.2-пц)1 
+ 2/au - 0 . 
Из-за независимости вариации фазовых переменных в выра­
жении вариации функционала (2.1) получим сопряженную сис­
тему в виде 
6 41 
+ y(2^-^-/^ > . (2.3) 
Vs" 0 r x 
^«^(žm^-flV,) . 
В соответствии с краевым условиями (1.8) сопряженные пере­
менные должны удовлетворять следующим условиям трансверсаль­
ности : 
И>ч(сс)« n>g(<x)= TftCO-'HVC'lV 0 . (2.4) 
Рассмотрим систему (2.2) более подробно. Согласно перво­
му уравнению возможны случаи,когда 
ц-0 , 0*0 (2.5) 
и 
<1+0, 9-0 . (2.6) 
В части пластины, где имеет место (2.5), т.е. согласно 
второму уравнению в системе (2.2) имеем 
V-£r • (2.7) 
Если tr- V, , т.е. имеют место соотношения (2.6), то иэ (2.2) 
определяем 
. (2.8) 
Последние уравнения в системе (2.2) дадут 
h—£<^- 2 t v*> (2-9) 
и после подстановки (2.9) в- (2.2) 
ц)а 2̂ (2п,гп.г) ц./'у, [ -фу \ 
Q QC2.rn.i-плу г (2.10) 
, 2 - nvt+^ - 2П2) 
Таким образом, в области, где с учетом (2.7) ж 
(2.10) выражаем безразмерную толщину в виде 
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^ (ti,- 2n,ty 
• w -m ̂ }nL'i' [ 2.W x?n,,,~n'2—-Hk—^ (StUj-fa^y U 2niz-m4) 
Соотношение (2.II) рассмотрим совместно с уравнениями (1.3) 
и (1.7); полученную систему интерпретируем в каждом узле как 
систему для определения неизвестных лг, % и . Оставшиеся 
переменные (фазовые переменные тц , пг, , vr , * , it , а также 
сопряженные переменные oft, ... , % ) определяем как реше­
ние краевой задачи с уравнениями (1.6), (2.3) и краевыми ус­
ловиями (1.8), (2.4). 
В области, где , уравнения (1.3) после подстановки 
«-= V, позволяют найти в каждой точке управления m.t и п., 
через значения фазовых координат. Дальнейшее решение задачи 
принципиально не отличается от решения, разработанного для 
предыдущего случая. В то же время из (2.8) можно найти мно­
житель Лагранжа . 
3. Численное решение задачи; обсуждение результатов 
Краевая задача с уравнениями (1.6) и (2.3) решается чис­
ленно на ЭВМ ЕС 1060 методом сопряженных уравнений. Этот ме­
тод оказался эффективным при решении задач оптимального про­
ектирования геометрически нелинейных жесткопластических ци­
линдрических оболочек [2], а также при определении больших 
перемещений кольцевых пластин [i]. Метод сопряженных урав­
нений заключается в введении вспомогательных переменных, для 
которых формулируется ряд задач Коши на каждом шаге итерации. 
С помощью значений вспомогательных переменных вычисляются 
поправки краевых значений переменных основной системы [l, 2]. 
Вычисления проводим в следующем порядке.Сначала рассмот­
рим пластину с постоянной толщиной несущих слоев.Определяем 
несущую способность пластины постоянной толщины и путем 
последовательного увеличения поперечной нагрузки определим 
напряженно-деформированное состояние пластины при умеренно 
больших перемещениях. В частности определяется значение про­
гиба it?0 на свободном контуре при заданной нагрузке. Затем 
решается задача оптимизации при фиксированных значениях ин­
тенсивности поперечной нагрузки и максимального прогиба 
<̂ о 
Эффективность найденного проекта оценивается коэффициен­
том е = Vo/V» , где Ч> обозначает объем несущих слоев для 
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6* 
оптимального проекта, а V* - для сравниваемой пластины 
постоянной толщины.Обе пластины имеют одинаковый максималь­
ный прогиб при одинаковом значении интенсивности поперечной 
нагрузки. 
Результаты расчетов представлены в табл. I, 2 и на фиг.. 
1-7. 
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0.8 ОЛ 0.6 
Фиг. 7. 
В табл. I, 2 указаны значения коэффициента экономии е и 
максимального прогиба при некоторых значениях интен­
сивности поперечной нагрузки. Табл. I соответствует случаю 
ott- 0,1, V« * 1,2; табл. 2 - случаю et =» 0,4; - 1,5. 
На фиг. I представлена оптимальная толщина несущих слоев 
пластины при некоторых значениях интенсивности поперечной 
нагрузки. Кривые на фиг. 1-7 имеют единую нумерацию; соот­
ветствующие им поперечные нагрузки указаны в табл. 2. 
На фиг. 2-7 представлены графики изгибающих моментов, 
радиального и окружного усилий, прогиба и радиального пе­
ремещения. Сплошными линиями приведены график* для опти­
мального проекта, а штриховые линии соответствуют сравни­
ваемой пластине постоянной толщины. 
Табл. I Табл. 2 
W 2 3 Ж™ 1 2 3 
f1 
3,135 3,420 4,300 г- 2,992 3,300 4,200 
<*о О 0,982 2,041 ti-o 0 0,982 2,054 
е 0,862 0,873 0,884 е 0,855 0,843 0,810 
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Optimal design of rigid-plastic annular 
plates in the case of Von Mises yield condition 
J.Lellep, J.M&jak 
Summary 
The problems of optimal design of annular plates are 
studied with the aid of the variational methods of the op­
timal control theory. With variable face sheet thickness 
of a sandwich plate and the volume of the face sheets the 
property to be minimized the minimal design is established 
under the condition that the maximal deflection of the 
design coincides with the maximal deflection of an associa­
ted plate with constant thickness. 
Material of the plate is assumed to be rigid-plastic 
and obeys Von Mises yield condition. Geometrical non-li­
nearity is taken into account. 
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ОПТИМАЛЬНОЕ ПРОЕКТИРОВАНИЕ ПЛАСТИЧЕСКИХ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ 
ОБОЛОЧЕК, ПОДКРЕПЛЕННЫХ ОСЕВЫМИ РЕБРАМИ 
Я.Леллеп, Х.Хейн 
Тартуский государственный университет 
Задачи оптимального проектирования неупругих тонких 
оболочек заслуживали в последнее время достаточно много 
внимания. Однако сравнительно мало внимания уделено под­
крепленным оболочкам. Но ребра жесткости являются эффектив­
ным средством при повышении прочностных и других характе­
ристик оболочечных конструкций. Задачи оптимизации жестко-
пластических цилиндрических оболочек, подкрепленных окруж­
ными ребрами, рассматривались в работах [3, 4, 9]. 
Ниже исследуются круговые цилиндрические оболочку с 
подкрепляющими ребрами, расположенными в осевом направле­
нии. Решается задача минимизации веса ребер при условии, 
что прогибы оболочек переменной толщины и постоянной тол­
щины совпадают. Материал стенки оболочки и ребер - жестко-
пластический, подчиняющийся условию пластичности Треска. 
§1. Формулировка задачи и основные предположения 
Рассмотрим шарнирно закрепленную по обоим концам ци­
линдрическую оболочку радиуса А длины 21 , подверженную 
действию равномерно распределенного внутреннего давления 
интенсивности Р и осевого растяжения N . Допустим, что 
структура оболочки определяется следующим образом: она со­
стоит из двух слоев толщины К,, которые прикреплены между 
собой на равных расстояниях друг от друга продольными под­
крепляющими ребрами высотой Н и шириной d (фиг. I).Пред­
положим, что ребра расжоложены на столь малых расстояниях 
Друг от друга, что при исследовании напряженно-деформиро­
ванного состояния оболочки можно пренебречь локальными де­
формациями вблизи ребер и ограничиться рассмотрением де­
формирования образующих цилиндра. Частота расположения ре­
бер характеризуется величиной ьзА= , где - рассто­














Пусть материалы обшивеи и ребер - жесткопластические, 
подчиняющиеся условию пластичности Треска - Сен - Венана. 
Ограничимся случаем, когда обшивка и ребра изготовлены из 
одного и того же материала с пределом текучести 6"0 . 
Начало координатной оси поместим в центре некоторой об­
разующей цилиндра и в дальнейшем из-за симметрии рассмотрим 
лишь правую часть оболочки (0 i xt 6). Допустим, что гео­
метрические характеристики ft , d , А , £ , t,, являются по­
стоянными, но высота ребра - функция Н = Н(х) . 
Требуется найти проект оболочки, при котором масса ре­
бер, т.е. функционал 
J 
\ Н(х)с(х, (1.1) 
о 
достигает минимального значения, а прогибы оболочек, соот­
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ветствующие переменной высоте Н(х) и постоянной высоте 
совпадают. Здесь предполагается, что интенсивность распре­
деленной нагрузки превышает несущую способность оболочки, 
а перемещения умеренно большие (прогиб не превышает поря­
док толщины оболочки). 
Естественно предположить, что N>N0 ( где N0- 260fi , 
М0= ), так как в противном случае оболочка сопро­
тивляется заданной нагрузке без ребер жесткости и задача 
минимизации м^Ьсы ребер теряет смысл .С учетом того, что 
Н * Н0 , получим ограничение в виде N 4 Мо+^бДДаким образом, 
"г"*!? 1  • ( 1 - г> 
§ 2. Аппроксимация поверхности текучести 
Поверхности текучести для подкрепленных круговых цилин­
дрических оболочек, материал которых подчиняется условию 
пластичности Треска - Сен-Венана , построены в работах 
[I, 6, 7, 8]. В случае, когда оболочка подкреплена в осе­
вом направлении и ребра расположены между слоями оболочки, 
образуется поверхность текучести,состоящая из 18-ти кусков. 
Уравнения разных частей поверхности текучести можно 
представить в виде 
п 2  = ±4 ?  (2.1) 
±(fv±tie) + (fie?'1)± пц = 4, (2.2) 
±(tv±n*)+ , (2.3) 
±(n±tv*)^(titTl)»1 7 (2.4) 
irt4 ± m#- (uz* 1) * ̂[±(*2* О* { Т «]*ТI - 0 , (2.5) 
+ m* + (n, М) ± [± (nt+4) + £ * п]2 ± ! -0, (2.6) 
(2.7) 
«ц±(п-л*)- 0 , (2.8) 
tn1 т (п + п1) - 0. - (2.9) 
В уравнениях (2.1) - (2.9) и в дальнейшем используются 
следующие безразмерные величины; 
tu 
No ' 
N„ rv„ s —3— 
2 N0 ' 




1 60(̂ +̂ Н) ' 
ü=y, (2.10) 
4.W No tU AP 
2M0' U"4MT' ̂  N0' т = тЬ 




Точная поверхность текучести, соответствующая уравнениям 
(2.1) - (2.10), имеет довольно сложную форму (фиг. 2). Одна 
возможная аппроксимация этой поверхности была представлена 
в работе [63. В данной статье выбирается в качестве аппрок­
симаций данной поверхности описанный многогранник, который 
получается при удлинении граней (2.8) и (2.9) до пересече­
ния с гранью (2.1). 
Предположим, что напряженное состояние оболочки соответ­
ствует грани 
п г ~\ (2.II) 
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аппроксимированной поверхности текучести. Учитывая то, что 
п>0, получим следующее ограничение для изгибающего момента: 
. (2.12) 
Допустим в дальнейшем, что при внутреннем давлении jt>0 
имеем m.s0 (ограничимся случаем т.н. „коротких" оболочек). 
Изгибающий момент, усилия и прогиб удовлетворяют уравнению 
равновесия (штрих обозначает дифференцирование по £, ) 
§ 3. Большие прогибы оболочки постоянной толщины 
Рассмотрим теперь оболочку, у которой толщина слоев и 
размеры поперечного сечения ребер постоянные.Пусть <г0«Н0/Ц. 
Решение задачи определения напряженно-деформированного 
состояния подкрепленной оболочки при данной аппроксимации 
поверхности текучести является аналогичным решению этой 
задачи в случае идеализированной оболочки и условия плас­
тичности Треска - Сен-Венана [2, 10]. Повтому не будем 
останавливаться на подробностях решения,а ограничимся пред­
ставлением окончательных результатов: 
(2.13) 
а также геометрическим соотношениям 
(2.14) 
(3.1) 
где для краткости загаси введено обозначение 
t r v 0 ( n )  -  ( 1 + 4 -  5l-% )  .  (3.2) 
Распределение прогиба выражается формулой 





§ 4. Проект минимального веса 
Рассмотрим теперь случай, когда ребра имеют перемюную 
высоту, т.е. <ь=»(£,), и определим функцию <г таким обра­
зом .чтобы функционал(I.I) достигал минимального значения. 
Согласно постановке задачи требуется,чтобы прогиб рассматри­
ваемой оболочки совпадал с прогибом оболочки с постоянными 
размерами (3.3). Подставляя (2.II),(3.3) в уравнения равно­
весия (2.13), приходим к уравнению 
»_ (  0  1 7 tn =М 
IwCfi-O, 7 
(4.1) 
правая часть которого не зависит от неизвестной функции <К4)-
Для вывода условий оптимальности следовало бы составить 
расширенный функционал с учетом ограничений (2.12), (4.1). 
Однако из-за простой формы функционала (I.I) и дифферен­
циальных вграничений (4.1) можно непосредственно увидеть, 
что на оптимум претендует решение, при котором в (2.12)реа-
лизуется знак равенства [2, б]. Поэтому опускаем подробнос­
ти, связанные с варьированием расширенного функционала, и 
представим лишь окончательные результаты. 
Покажем, что оптимальная высота ребер соответствует 
г Ч \  
«Г 
И 




df' % , (4.2) 
и о-= »{£,) при £е(£0 /Q. Со гласно вышесказанному из (2.12) на­
ходим 
• < 4- 3> 
Из (4.3) получим с учетом (3.1) и (3.4) оптимальную высоту 
ребер (фиг. 3) 
,.(*• %'CW' (4.4) 
£,6(41И) • 
При выводе формулы (4.4) было использовано распределе­
ние момента (3.1), соответствующее подкрепленной оболочке с 
ребрами постоянной высоты. Открытым остался вопрос, имеет 
ли это соотношение место в оптимальном случае.Ответ на этот 
вопрос положительный,так как изгибающий момент в виде (3.1) 
удовлетворяет уравнению равновесия (4.1) при тех же краевых 
условиях. 
§ 5. Обсуждение результатов 
Чтобы оценить эффективность найденного проекта, введем 
коэффициент экономии ^ 
e=irS "K&cte, , (5,1) 
о 
где «ч£>) определяется в форме (4.4) .После подстановки (4.4) 
в (5.1) и некоторых выкладок приходим'к формуле 
° ' *•' 1] (5.2) 
+feS « 
Интеграл в (5.2) следует найти численно.Результаты сче­
та представлены в табл. I и 2 при некоторых значениях интен­
сивности нагрузки. Здесь &> - 4; е„ =• 4,§; и34 - 0,1.Табл.1 
соответствует осевому растяжению, когда tv * 1,1; табл. 2 -
случаю, если п. =* 1,2. 
До сих пор овтался открытым вопрос о применимости проек­
та (4.4) в конечном интервале интенсивностей нагрузок (с ма>-
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тематической точки зрения этот проект оптимален при заданны 
ных значениях нагрузок).Чтобы ответить на этот вопрос,по­
строим оптимальный проект для некоторых значений попереч­
ной нагрузки и осевого растяжения ( jv = jv, , -n, = л,) и ис­
следуем напряженно-деформированное состояние данной обо­
лочки при jv<-jv, и «к-гц . 
Допустим, что задан проект обо.товси при -n,= n4, jv = . 
Согласно (4.4) имеем 
«i (5.3) 
И. j \l Zrrc0Õ 
V соСщ-
Определим напряженно-деформированное состояние оболочки с 
р е б р а м и  ф о р м ы  ( 5 . 3 ) ,  г д е  ̂ и  
Щ . (5.4) 
Покажем, что при всех jvе [jv07 jvj ; выполняется 
неравенство 
„ (5.5) 
Заметим, что СД » В,л . Поэтому неравенство (5.5) следует 
проверять в областях(0,6.<)^ (4t, 4J) и , О • 
Прямая проверка путем интегрирования уравнения (4.1) и 
удовлетворения краевым условиям показывает, что (5.5) вы­
полняется при всех jie[jv0,jij ; tve[d,n4] . В табл. 3 ука­
заны значения изгибающего момента при некоторых значениях 
поперечной нагрузки. Здесь п « 1,2; и = 4; со, = 0,1; jv* = 
* 7,0; 4h0 = 4,5. Проект оболочки найден для jv = 7,0 и tv = 
= 1,2. При фиксированном значении осевого растяжения правая 
часть неравенства (5.5) представляет изгибающий момент при 
jv = jv, .Из табл. 3 видно, что требование (5.5) удовлет­
ворено в каждой точке оболочки. 
Табл. I 
р 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0 5.5 6.0 
0.414 0.521 0.585 0.629 0.662 0.687 0.70? 0.724 0.738 
0.910 0.927 0.936 0.943 0.948 0.952 0.955 0.958 0.960 
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Табл. 2 
2.0 2.5 з.о 3.5 4.0 4.5 5.0 5.5 6.0 
0.738 0.786 0.815 0.834 0.849 0.860 0.869 0.876 0.883 
0.991 0.992 0.993 0.994 0.995 0.995 0.995 0.996 0.996 
Табл. 3 
6*471 0.588 оМ ШбТОб 0.765 0.824 0.882 0.941 
2.0 -0.681 -0.627 -0.579 -0.517 -0.441 -0.352 -0.248 -0.131 
4.0 -0.688 -0.688 -0.688 -0.676 -0.624 -0.530 -0.395 -0.218 
5.0 -0.688 -0.688 -0.688 -0.688 -0.661 -0.579 -0.441 -0.248 
6.0 -0.688 -0.688 -0.688 -0.688 -0.680 -0.614 -0.479 -0.274 
7.0 -0.688 -0.688 -0.688 -0.688 -0.688 -0.640 -0.510 -0.296 
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The problem of minimum weight design is studied in the 
case of circular cylindrical shells strengthened with the 
aid of longitudinal ribs. Materials of the face-sheets as 
well as ribs are assumed to be rigid-plastic obeying the 
Tresca yield criterion.The optimization problem is solved 
under the condition that the deflections of the optimal 
shell coincide with the deflections of the corresponding 
shell of constant thickness. The deformations of the shell 
are assumed to be small, but displacements are of the order 
of the shell wall thickness. 
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ОПТИМАЛЬНОЕ ПРОЕКТИРОВАНИЕ ЖЕСТКОПЛАСТИЧЕСКИХ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК КУСОЧНО-ПОСТОЯННОЙ ТОЛЩИНЫ 
Я.Леллеп, С.Ханнус 
Тартуский государственный университет 
Существует довольно богатая литература по оптимальному 
проектированию жесткопластических осеснмметричных пластин в 
предположении, что толщина пластин является кусочно-посто-
янной [б]. Гораздо меньше обращено внимания задачам мини­
мального веса осесимметричных оболочек кусочно-постоянной 
толщины. В работе [б] рассматриваются цилиндрические оболоч­
ки с ребрами жесткости в геометрически линейной постановне 
с использованием условия пластичности Треска, а в [7] раз­
работан общий метод параметрической оптимизации оболочек с 
учетом геометрической нелинейности. Ниже представляется ме­
тодика определения оптимального проекта для цилиндрической 
оболочки кусочно-постоянной толщины с учетом умеренно боль­
ших прогибов. Материал оболочки подчиняется условию Мизесь. 
I. Формулировка задачи. Основные уравнения и гипотезы 
Рассмотрим круговую цилиндрическую оболочку длины 21 и 
радиуса А . Допустим, что оболочка подвержена действию рав­
номерного внутреннего давления интенсивности Р и заданному 
осевому растяжению N< . Концы оболочки считаем шарнирно_за­
крепленными , допускающими маЛые перемещения в осевом на­
правлении (шарнирное скользящее закрепление). 
Допустим, что стенка оболочки идеально трехслойная; об­
щая толщина Н постоянна, но толщина несущих слоев fi. ку­
сочно-постоянна. Пусть 
Iv- kj ' (I.I) 
при те(cij ? nj>4) , где j=0,Здесь и в дальнейшем 
из-за симметрии рассмотрим лишь правую половину оболочки 
(начало координат находится в центральном поперечном сече­
нии), а а0 = 0 , а*,« = i . Величины Fv„ , fuj, aj (j = 1,..., tv) 
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считаем предварительно неизвестными постоянными,которые оп­
ределяются из условия минимума прогиба в центре оболони 
W(0) при условии, что объем материала несущих слоев обо­
лочки задан^т.е. 
Ž-yj(otj*4-°tj)= V/M, (1.2) 
j 
где V - заданный объем материма несущих слоев. 
В формуле (1.2) и в дальнейшем используются следующие 
безразмерные величины: 
(X • Ж V: = ̂2. £ =• ТГ fn Ö -ti-
3 1' »In,' ^ Т' я; > 
НЕ-
-Т' -Sf * 
Здесь N4 2 — усилия; М - изгибающий момент; U , W - пе­
ремещения в осевом и радиальном направлениях; N,= 2в0К.л ; 
Mw=60h,H ; ft»- постоянная толщина несущих слоев срав­
ниваемой оболочки, масса которой совпадает с массой оболоч­
ки кусочно-поетоянной толщины. Очевидно,имеем V = Ь-,1 -
Материал оболочки считаем идеально жесткопластическмм, 
подчиняющимся условию Губера-Ыизеса и ассоциированному за­
кону деформирования. Предположим, что остаются в силе все 
гипотезы относительно модели материала,которые были исполь­
зованы в работах [2, 3, 4]. Уравнение аппроксимированной 
поверхности текучести представим для f, в виде 
V4+^ + fm2-Yjf=0 1 j = 0, , -а . (1.4) 
Через 3Dj обозначаются здесь и в дальнейшем промежутки 
(et j , cLj+i ), где j=0,...,n . 
Уравнение равновесия и ассоциированный закон деформиро­
вания можно записать в форме системы уравнений первого по­




лл' =• i. j 
, 2>озт& . 
Ъ-Щ^рс$ ' 
(1.5) 
4 _i. cgjKgf̂ -ft,) 
2й 2tv,-tv, 
При решении оптимизационной задачи следует удовлетворить не 
только уравнениями .5), но и условию пластичности (1.4), а 
также соответствующим краевым условиям.Так как концы обо­
лочки шарнирно закреплены, то фазовые переменные tit , , 
*0- , а , <ju удовлетворяют следующим краевым условиям: 
Предположим, что напряженное состояние оболочки соот­
ветствует повсюду точкам, лежащим на поверхности текучести 
(1.4). Случай, когда изображающая точка находится внутри 
поверхности (1.4) (и некоторая часть оболочки остается жест­
кой), в данной работе не рассматривается. С помощью (1.4)мож-
но из (1.5) исключать величину п2 . При 5еSj (j-Or..,n) 
согласно (1.4) имеем 
Отметим, что знак плюс перед квадратным корнем в (1.7) вы­
бран в связи с неотрицательностью величин <3- и 2tvt- *v4 . 
Сформулированную задачу будем рассматривать как пара­
метрическую задачу теории оптимального управления, где ис­
комыми постоянными параметрами являются величины 1 Jj, otj 
(j n, ). Так как величина tv2 претерпевает при 4 = 
~<Xj ( j = 1,..., ft ) согласно (1.7) конечные разрывы, то по­
ставленная задача принадлежит клаесу задач с разрывными пра­
выми частями [1,5]. 
с̂ (0) = ь(0)-и(0)-0, 
tn(4) = vW = 0 . 
(1.6) 
п2 = ~2~+ \1ъ л5) • (1.7) 
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2. Условия оптимальности 
Чтобы вывести необходимые условия оптимальности,соста­
вим расширенный функционал [I, 5, 7] 
I = -U-(O) + у, (clh - А̂ Ч} + Z jjb4(«i'-(p+ 
Г »j 
i/*jr*«*«s>)+ (2.D 
*т/i.^.'-<w<ž»-- fof - jEg>hi . 
\ 2 2V47|-3(m4<)' /J 
Здесь v - постоянный множитель Лагранжа, ^,..., ц>5 - со­
пряженные переменные, которые вводятся для учета основных 
уравнений. Уравнение (1.4) в явном виде в (2.1) не указано, 
но оно учтено при определения величины fit. 
Вычислим полную вариацию функционала (2.1). Полные и 
слабые вариации фазовых переменных в точках £>=»<x.j(j»'1,...,tv) 
связаны следующим образом: 
Д̂ 6х|) = 8уGij±)AAj . (2.2) 
Через обозначаются здесь разносторонние слабые 
вариации переменной tj в точке В, - Aj • Следует подчерк­
нуть, что все фазовые переменные непрерывные. Поэтому счи­
таем равными между собой разносторонние полные вариации ве­
личин m , (^ 
Приравняв к нулю полную вариацию функционала (2.1), при­
ходим к уравнению 
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(MOHZv̂ -y,- )Aotj + i{AyjV(̂ <-aj) 
*j 
M - j- Ъсэ(у?ш+ •п.-'Ц)«') m<S<*»- + A-yj+3nuSm,) 
" Zptf- 3(W?+4V?)' 
2>co(i|)4+ «цар̂ КЛи-О̂ У?- 3uf)- 4vj taAvj) 
2ед-з( +̂̂  + 
За>«ИРН»'(»я A - WW) у ft / Да, 
2<4у?-Э(п̂ +л?))̂  2 5 VV̂ -3(̂ -«D (2.3) 
-'l))d4+ -V4(atj*i -) <Sm (ocj^-)+1рг<#х)>4 -) ЯцСЛун -) + 
+ ifeCobĵ -̂ Ĉô x -)+î 4*jM-)<Rb(ebj*4-)+%̂ 4̂->$U4*̂ -)-
- +)<5m(sxjV) - op2(ctj +)6y(Aj+) - ifoCdj +)S*a<eij+y -
- y4(oLj +)<5i (sx- +) - TpgCctj +)Sw(pij +)j =• 0 . 
Отсюда получим сопряженную систему в виде 
.ц.'- .30 ,(-Sawi|it 
1  " 2  (  ?  ~ '  
<=-Ч>1 ; 
пг,- 5 fgtrtĈ ŷ  ""faf 3*ч А. _ _ 
* 2 /Н^-ЭС^+п«)' 2 Vy4T'-3(wf+rvJ) У7 (2'4) 
V; = -V2,+ 14,5ib 7 
w'=o 
для каждого промежутка JDj (j = О,...уп). 
Так как в концевых точках оптимальной траектории " (при 
4>~ло= 0 и 4= clivt4 = 4 ) слабые вариации фазовых перемен­
ных равны соответствующим полным вариациям, то с учетом 
краевых условий (1.6) из (2.3) следуют условия трансверсмь- -
ности 
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1р4(0) = 0, - т&(0) = -I, Ipz(1) = -%(4)= 14,jO)= о. (2.5) 
С помощью (2.4) и (2.5) можно уравнению (2.3) предать 
вид 
Ž {v(yj-4 - 7j)A - [iftSm+ipa6ĉ +>ц>а&л-+ iß, Si + 
<2-6) 
где квадратными скобками обозначается конечный разрыв. 
Поскольку .4 у, - произвольные приращения величин у j 
( j - 0,..-, ft ), то из (2.6) следуют требования 
it^Jtoirv * 3ip5tv<i»\ 
+ (4у|-Ят,Ча?))̂   ̂ Д ' п 
Переходя в (2.6) с учетом (2.2) к полным вариациям, прихо­
дим к соотношению 
£̂ (ЭДм~Ур+[нЦ!И̂  - [%<Ptj)j Â j) -
-(̂ Са̂ Д̂ р - Ы<°<$дг£ьр- 0 7 
(2.8) 
где Н - яр, nv'+ iftc^ + + ц^ь'+Yg-u.'. 
В (2.8) считаем независимыми вариациями 
Am,(cfcj), Дс^Срср, AwGxj), Ait.(o<.j), Aa(otj), j=4,...,n. 
Это приводит к требованию непрерывности сопряженных перемен­
ных 
[Võ(<*j)]=0, t=4,...,5) (2.9) 
Считая, наконец, произвольными приращения Дйу ( j  =  1  
получим из (2.8) условия 
j - 4 , ( 2 . 1 0 )  
Рассмотрим последнее уравнение в системе (2.4).С учетом 




прш Е,б(0,1). Последнее обстоятельство имеете с тем, что со­
гласно физическим соображениям [т)(лр] = [ifr'Cap] = 0 , 
позволяет придать условиям (2.10) вид 
X7j-<-yj)+4,l(*j)[ct'(*j)] + = °7 j«1,•••,«<• (2.12) 
Определяя из первого уравнения в системе (2.7) 
_ 2иу„ [ А V.Ctyo - «"*+ 3<mApH+̂  с 
Ж™ <*< } ' (2ЛЗ> 
вместо (2.7) имеем 
J (4yf-9(m,Sn,?)r Za7i ' \ 
* ' rV-7*-
Отметим, что в случаях, когда толщина у0 задана, уравнение 
(2.13) отпадает. Тогда воспользуемся для определения вели­
чины V следующим уравнением в системе (2.7). 
3. Численное решение. Обсуждение результатов • 
Чтобы решить задачу до конца,следует проинтегрировать 
системы (1.5) и (2.4) с помощью краевых условий (1.6) и 
(2.5). Имея в виду (2.II),уравнениям (2.4) можно придать 
более простой вид: 
• , 2>оз <»< ,+tiWiXtyf - »n,;)f- nvvfeOtyf- XmS 
V'-"T ' 
vi—V, , (3.1) 
8 ЦЧу]- 3(m*+rvJ)'  
Системы (1.5) и (3.1) интегрируем совместно методом ти­
па сопряженных уравнений, разработанным для решения прямых 
и оптимизационных задач геометрически нелинейных цилиндри­
ческих оболочек [2, 3, 4]. При решении . сформулированной 
краевой задачи задаем величины у0 , у j, ctj (j = \,..., n) . 
Джя определения этих неизвестных параметров организуем сле­
дующий итерационный процесс. Подставляя найденные на пре­
дыдущем шаге итерации значения фазовых и сопряженных пере­
мякшее в уравнения (2.12) - (2.14) определяем новые значе­
ны параметров согласно формулам 
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y j " T r i = ( 3 - 2 )  
и &1ц 
2олчЛ ifcOtyf- 3(тЬ ni))+ Ъит(м?ч+плч2 
c^-xirfV^ <&*•* 
На каздом шаге итерации вычисляется величина v с помощью 
(2.13), если &у„ 4 0, и подставляется в правые части урав­
нений (3.2), (3.3). Если у0 предварительно фиксирована,то 
получим для определения множителя v аналогичное (2.13) 
уравнение. 
Отметим, что после исключения из (3.2), (3.3) величины 
V имеем систему с 2п, уравнениями относительно 2п+4 не­
известных. Неизвестными являются у0 , , ос; (j = \,..., л). 
Добавляя к системе, (3.2), (3.3) уравнение (1.2), получим 
систему, где число неизвестных и уравнений совпадает. 
В качестве примера рассмотрим частный случай, когда 
п = 4 . Оптимальные значения параметров <*, уа, у, ,получен­
ные при численном решении задачи и соответствующие величинам 
to» 4, а4-0,4, приведены в табл.1. 
Табл. I 
Л Хо Ун 1н(0) с-
1,0 1,0 - -0,7449 4,6934 
0,5 1,3333 0,6667 -0,7980 1,0830 
0,571 1,3904 0,4825 -0,6305 0,4222 
Первая строка в табл. I соответствует оболочке с постоянной 
толщиной несущих слоев, вторая - пропорциональному распреде­
лению материала несущих слоев, а третья - оптимальному про­
екту оболочки при П" \ . Если максимальные прогибы оболочки 
обозначить соответственно через <»п., linp и *&опт, , то из 
табл. I видно, что 
«= 0.2М ? «-OMV- 0.090̂  j йЭ9̂ т,(3.4) 
Соотношения (3.4) характеризуют эффективность проектов. 
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Optimal design of rigid-plastic cylindrical shells 
with piece-wise constant thickness 
J.Lellep, S.Hannus 
Summary 
An optimal design method developed for rigid-plastic 
circular cylindrical shells is presented. The effect of 
geometrical changss on the load carrying capacity of the 
shell is taken into account. It is assumed that the de­
flections of the shell are moderately large and the ma­
terial is ideally rigid-plastic obeying Von Mises yield 
condition. A non-linear approximation of the exact yield 
surface accompanied by the associated deformation law is 
employed. The design of the sandwich shell with fixed 
material volume and piece-wise constant face-sheet thick­
nesses is sought for under the condition that the cent­
ral deflection attains the minimum value. Necessary op~ 
timality conditions are derived with the aid of the opti*» 
/*** 
mal control theory. A numerical example regarding the 
shell thickness with two steps is given. 
9* 
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ИЗГИБ ЖЕСТКОПЛАСТИЧЕСЮЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ 
ПОД ДЕЙСТВИЕМ РАСПРЕДЕЛЕННОГО ИМПУЛЬСНОГО НАГРУЖНШ 
Г. Оленев 
Тартуск*# государственный университет 
В данной работе рассматривается задача изгиба заделанной 
с обоих концов жёсткопластической круговой цилиндрической 
оболочки произвольной геометрии, подверженной импульсному на­
гружен*», равномерно распределённому на некотором участке 
длины, расположенном симметрично относительно середины обо­
лочки. Данная задача обобщает рассмотренную в [3] задачу из­
гиба равномерно нагруженной заделанной с обоих концов жёстко-
пластической цилиндрической оболочки. 
Задача изгиба заделанной с обоих концов жёсткопластичес-
кой цилиндрической оболочки под действием равномерной нагруз­
ки прямоугольного типа при использовании предельной кривой в 
виде квадрата была исследована в [7] и обобщена в [б] на слу­
чай динамического давления, которое равномерно приложено к 
участку длины, расположенному симметрично относительно сере­
дины оболочки. 
Отметим, что механизмы движения равномерно импульсно на­
груженной заделанной с обоих концов жёсткопластической бал­
ки [i] и равномерно импульсно нагруженной жёсткопластической 
консольной балки [2] аналогичны механизмам движения соответст­
вующих задач изгиба заделанной с обоих концов короткой жёст­
копластической цилиндрической оболочки [3] и заделанной с од­
ного и свободной с другого конца короткой жёсткопластической 
цилиндрической оболочек [4], подверженных равномерному им­
пульсному нагружению. Эта аналогия уже не наблюдается в соот­
ветствующих случаях длинных цилиндрических оболочек. Как по­
казывают результаты данной работы, предложенные в [5] меха­
низмы движения заделанной с обоих концов жёсткопластической 
балки, подверженной импульсному нагружению, равномерно рас­
пределённому на некотором центральном участке, который рас­
положен симметрично относительно центрального сечения балки, 
аналогичны рассматриваемым в данной статье механизмам движе-
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гая цилиндрической оболочки только для короткой оболочки; в 
случае длинной цилиндрической оболочки её механизмы движе­
ния ухе значительно отличаются от механизмов движения соот­
ветствующим образом нагруженной и закреплённой балки. 
I. Постановка задачи и основные соотношения 
Рассмотрим хёсткопластическую цилиндрическую оболочку 
длины t, оба конца которой жёстко заделаны. Начало коорди­
натной оси Ох-, направленной по образующей оболочки, помес­
тим в левом конце оболочки. Пусть в начальный момент времени 
t = О оболочка не деформирована, её точки с координатами X, 
удовлетворяющими условиям 0 * X 4 а ЕЛИ а & х * I, где 
О* Оу<- ? находятся в покое, а точки оболочки с координа­
тами х 7 удовлетворяющими условию cv < х с 1-а,, имеют оди­
наковую скорость Vb по направлению внешней нормали к сре­
динной поверхности оболочки. 
Уравнение движения цилиндрической оболочки ж начальные 
условия имеют следующий безразмерный вид: 
пь"(4,т) = «К4 ,т) - С2П(£, ,т), (I. I) 
1»(£,0)=0, (1.2) 
fO. CUž, ôL или . 
<Х4,0)Ч (1.3) 
Ь X W CL М  „ _ N  
4=Т? *-Т> т-~Мо> N 0' 
- ffofcf • JV sX 1Д1 ,т . 
r ~ 4juX4> ' ' fvR ' (I"4) 
где fl и R - толщина и радиус оболочки соответственно, jU/ -
поверхностная плотность оболочки, - предел текучести ма­
териала оболочки, М = М (.%, -О 7 М0 , N = N(®,i) и N0 -
осевой и предельный осевой изгибающие моменты, окружная си­
ла и предельная окружная сила на.еджницу длины соответствен­
но, W = W(x,-fc) - прогиб по направлению внешней нормали к 
срединной поверхности оболочки, Ь - время. Здесь и далее 
штрихи и точки обозначают дифференцирование по 4 и т соот­
ветственно . 
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Далее вследствие симметрии задачи относительно середи­
ны оболочки будем рассматривать только левую её половину(04 
4£л| ). 
Будем пользоваться предложенным Ходжем [7] условием те­
кучести, при котором предельная 
кривая ограничивает квадрат 
|т(4 1 , ltt| 4 4 (фиг. I). 
Вектор скоростей деформации для 







-{ 0 \ 
С -4 F D 
Фиг. I 
Е = (-<>, . (1.5) 
Отметим, что в силу симмет­
рии предельной кривой, которая 
используется в данной работе,ре­
шение, полученное здесь,справед­
ливо не только для внутренней, но и для внешней импульсной 
нагрузки (в этом случае по сравнению с решением при внутрен­
ней нагрузке меняются знаки у функций trv(£,,Tr) , п,(£,,т) и 
<<К£,т) ). 
Как видно из дальнейшего, механизмы движения оболочки 
существенно зависят от длины оболочки, а точнее-от величины 
параметра с.2^ и от значения параметра <х, определяющего ха­
рактер приложения нагрузки. 
2. Деформация оболочки при больших значениях парамет­
ров С и <Х 
При указанных в заглавии данного пункта условиях дви­
жение оболочки происходит в двух фазах. 
Ф а з а  I I .  Р а с с м а т р и в а е м а я  ф а з а  д в и ж е н и я  н а ч и н а е т с я  
с того, что по два шарнира начинают двигаться от сечений 
оболочки с координатами £,=Л и £,= 4-А . Пусть для левой 
половины оболочки 04^*4 
О 
\fe/ 
1 К эта пара шарниров имеет коор­
динаты и Соответству­
ющий механизм и параметры дви­




При этом имеем 
0 4̂  ̂(т) , 
, (2.1) 
<Кт) , • 
На отрезке оболочка находится в режиме F, 
где F - середина стороны CD квадрата ABCD (фиг. I), пред­
ставляющего собой предельную кривую. При этом для 0 *£* 
имеют место равенства nvC|,,T) = -4 и 1г(Е, ,т) = 0 и уравне­
ние (I.I) на этом отрезке удовлетворяется тождественно. 
В промежутке«^ Е, ̂  У2. выполняются условия <ir'»0 и &> 0, 
поэтому, учитывая вид вектора течения (1.5) и принимая во 
внимание его ортогональность к предельной кривой, получим, 
что в этом случае имеет место режим ВС (фиг. I). Поэтому 
при решении уравнения (I.I) мы должны взять и--\. Отметим, 
что при 5,= ̂  происходит скачок величины окружной силы с 
нуля до минус единицы. 
Продифференцируем (2.1) по времени на отрезке д 
и подставим полученный результат в (I.I). 
Интегрируя уравнение (I.I) на отрезке с учё­
том условий 
tnXiji, т) = 4 ? WO|z ,-с) = tn'd ,т) = 0 } 
получим, что m,(S,v) = \ на отрезке jr и что õ'=-c.t. 
Из последнего равенства, принимая во внимание следующее из 
(1.3) условие »СО)»4 , находим, что 
<г(т) - 4 - с2г . (2.2) 
Дважды интегрируя уравнение (I.I) на отрезке ij, ̂  
с учётом условий 
mtOy ,-с) = «п-'бц ,-с) = О 
и принимая во внимание (2.2), получим систему обыкновенных 
дифференциальных уравнений для нахождения и 
Г (4- с*х) ii =24- сг5Ь* J (2.3) 
где • 
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Проинтегрировав эту систему с учётом условий ^(0) = 
= ̂ (0)=ot, получим 
где ж\-с5"с . 
Отметим, что рассматриваемый здесь механизм движения в 
начальной фазе справедлив для любых возможных значений пара­
метров с и о.. Однако характер механизмов движения в сле­
дующей фазе существенно зависит от величины параметров с и 
ос и определяется путём исследования поведения функций(2.4) 
и (2.5). Центральной идеей при этом исследовании является 
то обстоятельство, что в случае, если шарнир f|, достигнет 
заделки в момент времени то это произойдёт позже, чем 
шарнир достигнет середины оболочки, в том и только в 
том случае, когда имеет место неравенство ъ (тс) = t̂ 2(t0) -
- fyOO >2 • Не вдаваясь в целях краткости в подробности 
и вводя обозначения 
можно показать следующее. 
В случае, если £ ? С/>0, то шарниру никогда 
не достигнет заделки, и начальная фаза движения заканчивает­
ся тем, что шарнир ̂  достигает середины оболочки, т. е. в 
следующей фазе имеет место механизм движения, показанный на 
фиг. 3. В случае, если 0 * еС 4 , о О, то при 
, х \/б* р +w 
(2.4) 
(2.5) 
О к 4 4 0 I 1 j 
ий-
Фиг. 4 Фиг. 3 
О 
А 
г \ А 
Фиг. 5 
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следующих условиях, наложенных на параметры с- и <х- : I) <*/> 
> if(c), O^C<W5^2)ot,<cp(fc), 0< C.44V5 или С> W? -j 3) ä = 
= Ц'(С'), 0 * б ̂ 4VS - механизмы движения в следующей фазе пока­
заны соответственно на I) фиг. 3; 2) фиг. 4; 3) фиг. 5. Эти 
же результаты схематично указаны и на фиг. 6, где множество 
точек ^CCjcO • о 0 7 0 * d ̂ ^ разбито на подмножества 
/ ос=ц>(с) 
X 
таким образом, что, забегая вперёд, для каждого из этих под­
множеств указана соответствующая последовательность механиз­
мов движения. Заметим, что пунктирной линией на фиг. 6 ука­
зана функция x(c,) = |-^en-(/|-«-i/5) такая, что при <*=«хСс), 
о W? вторая фаза движения оболочки будет модальной (все 
шарниры будут стационарными); если же max(е.), < со-с j , 
о 0, то во второй фазе шарнир у (фиг. 3) будет двигаться 
влево; если же 1р(с) ̂  cc ̂  %СО ? о Ц{2>, то этот шарнир во 
второй фазе будет двигаться вправо. 
Однако вернёмся к рассмотрению деформации оболочки при 
больших значениях параметров с и ос , т.е. к случаю, когда 
•у(е)•ioc •с £ , с> Ч\Г5. В этом случае, как уже было указа­
но, фаза II заканчивается в момент времени , когда шарнир 
достигает середины оболочки. Лз (2.5) и условия 
находим, что 
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T„=̂ (4-fbr) , (2.6) 
, _ (Vi-л) с 
где Х= «tjv . 
При этом, учитывая (1.2), (2.2) и (2.6), найдём макси­
мальный прогиб в конце фазы движения II 
^Сг" j• (2,7) 
Приведём также формулу для осевого изгибающего момента 
на отрезке [fy, i£t] в течение этой фазы 
s 2 
tafe,t) = (tj-fo)* 7 (2.8) 
откуда видно, что функция т(4,т) на отрезке <т 4̂ 6 % ž 
монотонно возрастает от минус единицы до единицы. 
Ф а з а  1 2 .  М е х а н и з м  д в и ж е н и я  и  п а р а м е т р ы  д в и ж е н и я  
для этой фазы показаны на фиг. 3, а поле скоростей при этом 
записывается в виде 
f 0, 
(2.9) 
<т)ТЗГ > %.(т)б 4̂ 2 . 
2 И . 
На отрезке 0 * 44Ui опять имеем пг( Е,, т) = - 4 и 
и(Е,,т) = 0, а при < 4 4 2 имеет место равенство 
«,(£,,т)—Л . 
Дифференцируя (2.9) по времени, подставляя полученный 
результат в (I.I) и интегрируя последнее уравнение на отрез­
ке 114 ̂  4 * 2 с учётом условий 
= fn!(ij;„'c)=m/C4,x)=0, 





* « (2-10) 
<Ц,—сЧ + f; , 
где • 
Ьыражая v из второго уравнения этой системы и подстав­
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ляя это значение в первое уравнение, получим дифференциаль­
ное уравнение относительно г.ч 
(42-сЧ?)|^=0, 
откуда - 0 . 
Учитывая непрерывность функций и * в момент 
времени т  - , при решении уравнения it, - 0 с учётом 
(2.10) получим, что для рассматриваемой фазы движения 
^ес)=-Ат*Ат44-В+1 , <Кт) - - еЧ+ А@2-'(2,П} 
где 
Л  с(-Я^+6Я?-М5 D _ 2 V6.̂ -4 /П ТО) 
А 2ä(*M) ' В- с ^ • (2Л2) 
Момент окончания движения , определяемый из условия 
0-(т^) - 0 , равен 
?[<- #<«д)м-д] • (2ЛЗ) v1f с1 
При этом можно показать, что ^(т^)-• 
Принимая во внимание (2.о), (2.7) и (2.II) - (2.13),на­
ходим, что максимальный остаточный прогиб оболочки в этом 
случае равен 
?T-if) = 2̂ xZ6x44)b+X*-6XI+4E,lUM)Vfl 1 (2Л4) 
Осевой изгибающий момент в течение фазы 12 на отрезке 
[<[,, 2 ] имеет вид 
(г «1 ̂  1 (" т1") m (Л,г)= , 2.15
откуда видно, что функция т(£,,т) на отрезке 6 4*2 
возрастает от минус единицы до единицы. 
3. деформация оболочки при малых значениях параметра с 
и больших значениях параметра «. 
В этом случае на значения параметров с и л ,  налагаются 
условия <f (с,) I, О'с.* W5". Первые две фазы движения 
(фазы 21-и 22) при этом совпадают с фазами II и 12. Однако 
фаза 22 заканчивается не в момент времени, когда движение 
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оболочки прекращается, т.е. когда функция & становится рав­
ной нулю, а в момент времени ; когда шарнир достигает 
заделки. 
Учитывая, что ход рассуждений, позволяющий находить па­
раметры движения, моменты времени окончания фаз движения, 
максимальные прогибы оболочки в конце фаз движения и формулы 
для осевого изгибающего момента и окружной силы в течение 
фаз движения, всюду в дальнейшем аналогичен соответствующим 
рассуждениям, приведённым в пункте 2, мы в целях краткости 
изложения далее ограничимся лишь указанием фигуры, на кото­
рой изображена эпюра скоростей прогибов в соответствующей фа­
зе движения,и приведём необходимые результаты. 
Ф а з ы  2 1  и  2 2 .  Д л я  ф а з  д в и ж е н и я  2 1  и  2 2  м е х а н и з м ы  и  
параметры движения показаны на фиг. 2 и фиг. 3 соответствен­
но. При этом формулы (2.2), (2.4) - (2.7) и (2.II) - (2.12) 
остаются в силе, если учесть, что и 
где V2i - момент окончания фазы 21. Момент окончания тм 
фазы 22 находится, как отмечено выше, из условия О, 
где (̂т) вычисляется по формулам (2.II) - (2.12), откуда 
\ Г. . 2.<1ё(\г+ -0-с(>?-4)1 
J  •  ( з л )  
Учитывая (2.6), (2.7), (2.II), (2.12), (3.1) и тот факт, 
что Хгл = , найдём максимальный прогиб оболочки в конце 
фазы движения 22 
Соотношение n (Е, т) = - />оп.<К5/с) для окружной силы и не­
тривиальные формулы (2.8) и (2.15) для осевого изгибающего 
момента в течение фаз 21 и 22 соответственно также остаются 
в силе. 
Ф а з а  2 3 .  М е х а н и з м  и  п а р а м е т р  д в и ж е н и я  < К т )  д л я  э т о й  
фазы показаны на фиг. Ь. Проводя рассувдения, аналогичные 
проведённым в пункте 2, для параметра движения <Кт), момента 
окончания движения и максимального остаточного прогиба 
,T2f) в этом случае получим формулы 
' (3'2) 
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 ̂+ Шс̂ б)+ 8^fa W(*?-4)] • (3"3) 
При этом осевой изгибающий момент и окружная сила на отрезке 
[0,Й в течение фазы 23 равны соответственно 
т(Е„т)= 4-2(%-тЯ, «-(£,,т) =-4 , (3.4) 
откуда видно, что функция *п.(£/с) при 0 & 4 6 2 монотон­
но возрастает от минус единицы до единицы,т.к.здесь CkcxNVF. 
4. Деформация оболочки при малых значениях 
параметров с и ol 
В данном случае имеет место следующее соотношение меж­
ду параметрами С и ос : 0 ̂ ос < <р(с), 0 <• с * 4̂ 3 . 
Ф а з а  3 1 .  М е х а н и з м  и  п а р а м е т р ы  д в и ж е н и я  д л я  э т о й  ф а ­
зы показаны на фиг. 2, при этом остаются в силе формулы(2.2), 
(2.4), (2.5) и (2.8). Однако в этом случае,в отличие от пунк­
тов 2 и 3, фаза 31 заканчивается в момент времени ; когда 
шарнир 1у достигает заделки. Из условия = 0 и фор­
мулы (2.4) получаем, что хм является наименьшим неотрица­
тельным корнем трансцендентного уравнения 
ta4 + = 0, (4.1) 
где »(т) = \ - с*т . 
Вводя обозначение <^< = 4 ~ сгтд< 7 для максимального 
прогиба в конце фазы 31 имеем формулу ь>(\ ,г>1)=(1-о̂ )/(2с4). 
Ф а з а  3 2 .  Д л я  э т о й  ф а з ы  м е х а н и з м  и  п а р а м е т р ы  д в и ж е ­
ния показаны на фиг. 4. Формулы для параметров движения 
здесь имеют вид i 
bV-flMW 7' , «Ч-сЧ. 
Для момента времени vi!t окончания фазы 32 и максималь­
ного прогиба оболочки в этот момент времени имеем формулы 
4̂  = 01-0«)/̂  и Ч-г,тм)-(4-«£У(2с*)/ где <г62 = 
Окружная сила в этой фазе движения во всём промежутке 
>^] равна <л(£,,т)=-4, осевой изгибающий момент на "отрез­
ке [^1,2] равен <т(^,т) = \ , я на отрезке [0,1 2̂] 
7/ 
flfiĈ ,T)=4-(^̂ [4(£>+2̂ )+etfl̂ ] . (4.2) 
Благодаря тому, что в данном случае с4 4V5 ? и здесь 
изгибающий момент не превышает предельного и функция m,(ž,,tr) 
в (4.2) на отрезке 0 * 46 1[4 возрастает от минус единицы до 
единицы. 
Ф а з а  3 3 .  Н а  ф и г .  b  п о к а з а н  м е х а н и з м  и  п а р а м е т р  д в и ­
жения для этой фазы. При этом имеем 
о-(т) = -f(c2+ 16)(t-T32)+ . 
Момент окончания движения и максимальный остаточный 
прогиб в этом случае равны соответственно 
ЗСбмЙ • (4*3) 
Для этой фазы движения остаются в силе формулы(3.4) для 
осевого изгибающего момента и окружной силы на отрезке [О,^]. 
5. Деформация оболочки при больших значениях параметра 
с и малых значениях параметра ос 
Данный случай имеет место для следующего соотношения 
между параметрами <*» и с : 0 & ос i ip(c) 7 с > 4̂ 3 . 
В этом случае имеют место четыре фазы движения.Посколь­
ку ход рассуждений, применяемый при анализе деформирования 
оболочки в этом случае, аналогичен соответствующим рассужде­
ниям, приведённым выше, в целях краткости приведем здесь 
лишь описание механизмов движения и окончательные результаты. 
Первые две фазы (фазы 41 и 42) совпадают с фазами 
31 и 32 соответственно. Однако в отличие от случая короткой 
оболочки при малых значениях параметра ос фаза 42 заканчива­
ется не в тот момент, когда шарнир i ẑ достигнет середины 
оболочки, а в момент вриминд когда производная по ко. ?-
динате изгибающего момента в наД'лкк» т'(0,т) = 
уменьшаясь, достигнет нуля, ß начато слядущс'-' . $'• г» н 'И 
у заделок появляются иоии» тпрнирн, которые нмчич-">-т ди-лрчт'— 
ся к середине оболочки (ато явление нстр-.-чндоеь г, г порт x[J 
и [4] ), и эпюра скоростей прогибов снояг ичеот п;<д,п-г кчзчк-
ный на . 2. "arv* 4'» •Г'.к>и;пип«гется tiim, vpo. •«••-.л до­
стирает серьдины 4iM, л г. .. а •« •• •; •» ••• -
ханизм движения, пюоггоеиниГ ,т >г. •>• il «nw-тс? 
ЯДЧСЬ ПОСЛУДИГ-" ;-з' " "ЛИ С- :!И<>, •' i. .M4:h tip 
• J. . 
му можно показать, что момент окончания движения и мак­
симальный остаточный прогиб здесь имеют следующий вид: 
4 f. 1 
(Ö,I) 
«яфрчр"iß*pf^bf+iy-^-с^ЙЖ! • (õl2) 
Здесь ^t = (1+V2)exf? 
a |b-2-01- с5тм)2[3-2(4- сЧ^)1] 1, 
где т4< - наименьший неотрицательный корень уравнения(4.1), 
т.е. момент окончания фазы 41. 
В данном случае, как и выше, окружная сила определяется 
по формуле tv (4,т) = - Ayi- U"(4,T) , а нетривиальные выражения 
для осевого изгибающего момента для соответствующих фаз дви­
жения задаются формулами (2.8), (2.15) и (4.2). 
6. Особый случай деформирования оболочки 
Под особым случаем- понимается случай, когда между пара­
метрами с и * имеется ещё не рассмотренная зависимость <х,= 
= ц>(с), 0 < с ̂ fi/Э.Механизм и параметры движения в ф а з е 61 
совпадают с механизмом движения и соответствующими параметра­
ми движения начальных фаз при всех рассмотренных выше соотно­
шениях Между параметрами ос и с и показаны на фиг. 2. Одна­
ко в данном случае начальная фаза 61 заканчивается в момент 
времени , когда одновременно шарнир ^ достигает заделки, 
а шарнир - середины оболочки. Механизм движения в следу- \ 
ющей и последней фазе 62 показан на фиг. 5. Формулы для 
момента окончания движения Тц и максимального остаточного 
прогиба в этом особом случае имеют вид 
к Г< (с.ЧЦ6)У9б-сЛ м , \ те*+2<Ю . . 
T*f J, Ws|) Й65Щ' (6-i) 
И здесь окружная сила определяется по формуле «^(£,,*0 • 
= - *gfv 1>( ̂, т) , а для нетривиальных случаев осевой изги­
бающий момент задаётся для фазы 61 формулой (2.8), а для фа­
зы 62 - формулой (3.4). 
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7. Некоторые численные результаты и их обсуждение 
Приведём сначала график, на котором показано поведение 
параметров движения для рассмотренного в пункте 6 особого 
с л у ч а я  д е ф о р м и р о в а н и я  о б о л о ч к и ,  в ы б р а в  д л я  п а р а м е т р о в  с и *  
следуюше значения: с = fy/T ~ 6,9282 и <х- = = vOW$)= 
= 2 ~ 4 En.(4+Vr)»0,1884. Как следует из пункта 6, в этом 
случае движение происходит в двух фазах. Механизм движения 
и соответствующие параметры движения ry, ̂  и <г в фазе 61 
показаны на фиг. 2, а механизм движения и соответствующий 
параметр движения f в фазе 62 показаны на фиг. 5. Учитывая 
(2.2), (2.4) и (2.5) и тот факт, что непрерывная функция «Кг) 
во время фазы 62 линейна и обращается в конце этой фазы в 
нуль, для выбранных значений параметров Си» приведём на 
фиг. 7 графики функций (Т) ? t^Ce) и »(tr). Из фиг. 7 вид­
но, что ускорение г) в момент Тв4 окончания фазы 
61 терпит разрыв. Учитывая (3.4), приведём на фиг. 8 также 
график осевого изгибающего момента во время фазы 62(в тече­
ние этой фазы движение оболочки модальное и осевой изгибаю­
щий момент постоянен по времени). 
m 
O.OOS 0.006 0.009 0.042 * 
Фиг. 7 
Графики для параметров движения и осевого изгибающего 
момента при других соотношениях между параметрами С и ос 
эдесь в целях краткости приводиться не будут. 
Заметим теперь, что в соотношениях (1.4), связывающих 
между собой т и t и соответственно «»mW, в выражениях 
для коэффициентов пропорциональности Tfjjjjqjf- И ПРИ~ 
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сутствует величина 6. Поэтому задаваемые формулами (2.13), 
(2.14), (3.2), (3.3), (4.3), (5.1), (5.2) и (6.1) графики 
зависимостей т^ = т^(с) и <ir^ = с), где - безразмер­
ный момент окончания движения и = to (-|- 7 т^) - безразмер­
ный максимальный остаточный прогиб оболочки, при некоторое 
значении параметра ее не будут даже качественно описывать 
зависимости полного времени движения и максимального ос­
таточного прогиба W|T от длины i оболочки при постоянных 
значениях величин fc, R и А. Характер зависимости величин 
и от длины t оболочки при постоянных значениях ве­
личин fu, R ил мы получим, если введём в рассмотрение та­
кое безразмерное время f и такой безразмерный прогиб if, 
что выражения для коэффициентов пропорциональности, связы­
вающих Зг с i и соответственно ьг с VI, не содержат вели­
чины I. Это достигается, если безразмерное время Т связа­
но с временем t по формуле т = = и безраз­
мерный прогиб связан с прогибом W по формулу = c z-ur= 
= ? где в выражения для коэффициентов пропор-
циональности u,Rv и н . н е  в х о д и т  в е л и ч и н а  I .  
Поэтому, учитывая формулы (2(13), (2.14), (3.2),(3.о),(4.J), 
(5.1), (5.2) и (6.1), по которым можно вычислить величиныт, 
и л)^ при соответствующих значениях параметров с, или ко­
торые имеют место для соответствующих соотношений между эти­
ми парметрами, приведём графики, показывающие зависимость 
величин Tf= c2rf = и Qrf = cVf - Wf 
от параметров с и л. На фиг. 9 и фиг. 10 показаны зависи­
мое соответственно величин т, и от параметра с при 
оС=0.2 
О 0 





Фиг. II Фиг. 12 
следующих значениях параметра л: 0; 0,2; 0,3; 0,4. На фиг. 
II и фиг. 12 показаны зависимости соответственно величин^ 
и tir. от параметра ос при следующих значениях параметра с : 
I; 2,5; 5; 10; 25. 
Учитывая вышесказанное, графики на фиг. 9-12 показыва­
ют характер зависимости величин -Ь^ и от длины I обо­
лочки при постоянных значениях величин Iv, R и <Х , при этом 
с увеличением длины В оболочки при постоянных значениях 
величин k, R и а полное время движения и максимальный ос­
таточный прогиб оболочки увеличиваются. Поскольку параметр 
а. не входит в выражения для коэффициентов пропорциональнос­
ти и в формулах, связывающих величины т 
и t тГ соответственно <£ и IV, то графики на фиг.9-12 пока­
зывают также характер зависимости величин и от па­
раметра ос при постоянном значении параметра с, при этом, 
как и следовало ожидать, с увеличением параметра оо при по­
стоянном значении параметра с. полное время движения и мак­
симальный остаточный прогиб оболочки уменьшаются и стремят­
ся к нулю при а-»0,5. 
Характер зависимости величин и от толщины fv 
оболочки при постоянных значениях величин t, R и «.(от ра­
диуса R оболочки при постоянных значениях величин Е , Fi и 
<х) мы получим, если перейдём к такому безразмерному време­
ни и такому безразмерному прогибу, что коэффициенты пропор­
циональности в зависимостях между этим безразмерным време­
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нем и этим безразмерным прогибом от i и W соответственно 
не будут содержать величины R. (величины R ). Этот переход 
и соответствующие графики мы здесь в целях краткости приво­
дить не будем. Отметим только, что при этом оказывается, 
как и следовало ожидать, что с увеличением толщины Я обо­
лочки при постоянных значениях величин Е, R и <х полное 
время движения и максимальный остаточный прогиб оболочки 
уменьшаются, а при увеличении радиуса R оболочки при по­
стоянных значениях величин t, ft. и Л величины и Wj 
увеличиваются. 
Отметим в заключение, что результаты данной работы в 
случае <х= 0 совпадают с результатами,приведёнными в стать­
ях [3] и [4] . 
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Bending of a rigid-plastic cylindrical shell 
under distributed impulsive loading 
G. Olenev 
Summary 
A rigid-plastic cylindrical shell with clamped ends is 
considered. The shell is subjected to a prescribed initial 
velocity field, which is distributed on a central part.sym­
metrical with regard to the middle section of the she11.The 
material of the shell is assumed to obey the square yield 
condition. 
Different regimes of motion are studied. Depending on 
the distribution of loading and the shell parameter c^Htf/LR, 
where I, ft and R are the length, thickness and radius of 
the shell accordingly, there are two, three or four phases 
of motion of the shell. For each value of the shell parame­
ter C% and for each possible distribution of loading, the 
instant where the whole motion stops and the maximal resi­
dual deflection of the shell are presented. 
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О ПРИМЕНЕНИИ МЕТОДА ШТРАФА К ЗАДАЧЕ ИЗГИБА 
УПРУГОПЛАСТИЧЕСКОЙ ПОЛОГОЙ ОБОЛОЧКИ 
Г. Оленев 
Тартуский государственный университет 
В данной работе рассматривается задача упругопластнче-
ского изгиба статически нагруженной тонкой пологой оболоч­
ки при использовании закона пластичности Генки.Применяемый 
здесь подход аналогичен методу, предложенному в [4]при ре­
шении задачи изгиба упругопластической пластинки, и обоб­
щает эту задачу на случай пологой оболочки. Задача, рас­
сматриваемая в данной работе, формулируется в виде задачи 
минимизации квадратичного функционала на выпуклом замкну­
том множестве, и исследуется возможность аппроксимации по­
следней по методу штрафа. В работе показывается, что воз­
никающая при этом квазилинейная эллиптическая система от­
носительно перемещений имеет единственное решение. Данная 
задача рассматривалась также в [б]. 
Отметим, что задача упругопластического изгиба плас­
тинки при предположении выполнимости закона пластичности 
Генки была предметом исследования также в работе [2], где 
эта задача сводилась к эквивалентному в определённом смыс­
ле вопросу нахождения еедловой точки лагранжиана, для по­
строения которой применялся алгоритм Удзавы.При помощи та­
кого подхода эта задача была обобщена в [7] на случай уп­
ругопластической пологой оболочки. 
I. Постановка задачи 
Рассмотрим статически нагруженную упругопластическую 
пологую оболочку постоянной толщины ft .Пусть 55 = [0?cQx[0,fr-] , 
( а, 8- > 0) - проекция на плоскость , хл декартовой 
системы координат хА , ос2 , х3 срединной поверхности обо­
лочки, которая задаётся уравнением а(х)-0,где х=(хАгх̂ )£5ё. 
Обозначим через 52 ̂ множество точек (®, хлУ7 принадлежащих 
оболочке. Предположим, что z,,*,(x) » * к- - com* 
(здесь и далее через обозначается частная производная 
функции по хл). Пусть статическая внешняя нагрузка 
имеет компоненты 7 |2} ̂ . 
Уравнения равновесия пологой оболочки запишем в виде 
|Ь = ~ "FOB 1 ~ + = _ "F"4 7 CD 
где усилия NA|b и изгибающие моменты МЛр выражаются через 
компоненты тензора напряжений 6^- в виде 
V2 Ц 
NÄ(b=] 6*|bcU», МЛ(ь= \ ей(Ьх,сЬа • 
-VŽ -V2 
здесь и далее условимся считать, что индексы <х , (Ь при­
нимают значения I, 2, индексы i , j , к , Е - значения I, 
2, 3, а по повторяющимся индексам производится суммирование. 
Компоненты тензора деформаций, принимая гипотезы Кирх-
гофа-Лява, запишем в виде 
£лр,(Ц) = 2̂ <Ал,р+ар,<*)+ %лиз,лр> 7 £2»=£аэ=0,(2) 
где u = (u1,u2,uJl) - вектор перемещений точек срединной по­
верхности оболочки, а <5лр - символ Кронекера. 
Будем считать выполненными соотношения деформационной 
теории пластичности Генки (см., напр,,[3] ). Это означает, 
что: 
1) FCff)* 0 у где б-*(6.Ц, &t2f 6^, 
a F(6) - заданная непрерывная выпуклая функция,соответст­
вующая условию пластичности, напр., Треска или Мизеса; 
2) связь деформаций с напряжениями задаётся соотношени­
ями 
""ijibb •*" f 
где - коэффициенты упругости, удов­
летворяющие условиям симметрии 
Я/ylbt = ~ 
и равномерной положительной определённости 
V^-eR, £,„=• cerw»t > 0 ? (4) 
а л,и - пластические составляющие деформации, удовлетво­
ряющие соотношениям 
~ ̂Ij) 6 О 
для любого Г = такого, что Г(т)^0. 
Предположим, что края оболочки жёстко заделаны по всему 
контуру, т.е. 
а1Сж.)-«.1(х)=а3(и.)=-5|̂ -̂ = 0, хеГ, 
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где Г - граница области & . 
Введём гильбертово пространство напряжений 
Н = {6= [вф : ̂  = %, La(ÄO} 
со скалярным произведением 
(6»н = J dxdx», 6,тсН. 
и гильбертово пространство перемещений 
V - (<Г= к): Пе Wf(Ä) , Ъ - <rt- %-§•- 0 на Г} 
со скалярным произведением 
(а, »)v = «̂ «V . 
Определим выгуклое замкнутое в Н множество 
К={беН : F(6) 4 0 почти всюду на . 
Предположим, что fj,eL,(Ä), и введём аффинное множество 
М статически допустимых напряжений: бе М, если 
^ С ft^dx, V fl-eV. (5) 
Заметим, что в случае достаточно гладких из (5) вы­
текают уравнения равновесия (I). 
Теперь сформулируем задачу упруго-идеально-пластическо-
го изгиба пологой оболочки с использованием закона пластич­
ности Генки в следующем виде: 
найти ве КЛМ , <ieV: + , 
6^)40, Vir« К. (6) 
В дальнейшем предположим, что коэффициенты упругости 
€ . (7) 
Вводя квадратичный функционал 
3(т) «=| ̂ â x̂ dauix, , re Н, 
по аналогии с [3] (стр. 245-246) можно показать, что если 
(5, «,) - решение задачи (6) и выполнены условия (3), (4) 
и (7), то в минимизирует на КПМ функционал 3(c). Если по­
требовать ещё» что КПМ * 0 , то существует единственное 
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бо : 3(5> пил 0(6) . (6) 
бе КПМ 
Отсюда следует, что в случае разрешимости задачи (6) 
отыскание напряжений в оболочке сводится к задаче минимиза­
ции (8). 
2. 0 методе штрафа решения задачи (8) 
Наряду с задачей (8) рассмотрим задачу: 
найти 6р£М : = пшь , (9) 
где Ф^,(в) = Э(б)+|-Яб-РбЦ2, а Р - оператор проектирова­
ния Н на К . ' 
Тогда согласно [4] задача (9) имеет единственное реше­
ние 6ц, для любого > 0 , при этом 6̂  60, где 6„ -
решение задачи (8), если МПК*0; и 6^ фи /ии — 0 стре­
мится к элементу, минимизирующему 3(6) на множестве эле­
ментов из М , ближайших к К (это множество непусто, выпук­
ло и замкнуто), если МПК=0 иК - ограничено в Н . 
Заметим, что в случае, когда функция F(6) соответствует ус­
ловию пластичности Треска или Мизеса, множество К будет 
ограничено в Н . 
Опишем теперь способ построения 6^ при уи,> 0. Для это­
го рассмотрим систему уравнений 
j 6y(upey-(ipdxdxa+ j f£̂ ctoc= 0, (10) 
Ä 
где Ojj(u^,) определяется соотношениями 
(tl/̂ i) = + ̂ ,(0~ P6(t̂ u,Dij • (II) 
Покажем, что задача (10)—(II) имеет единственное реше­
ние <lu при любом jju>0 , a 6w , определяемое по соглас­
но (II), - решение задачи (9). 
Для этого, следуя [4], вводится оператор L^: V — V 
< L = j 6y(<t)£ij(fpdjukr$ f Vt̂ G V , 
6(u.) = Ĉ £(u) , 
где = А6 + P6) j (A6)^- = (как показано 
в [4], оператор Сц, обратный к Су, существует, сильно моно­
тонен и липшиц - непрерывен), и доказывается,что L^. силь­
но монотонен и непрерывен при любом ц>0. Отсюда по теореме 
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18.5 из [I] (стр. 273-274) следует, что уравнение L^Ou.) =*-f 
(где <f-, tj> = V<j€ V ) имеет единственное решение <у 
при любом ^>0, т.е. следует однозначная разрешимость зада­
чи (10)—(II). При этом, как показано в [4], 6̂  = С̂ е(а̂ ,) 
является решением задачи (9). 
Для проведения аналогично [4] доказательства сильной мо­
нотонности и непрерывности оператора L при любом ^ > О 
достаточно проверить выполнимость неравенств 
Е.дь(а) fĉ Cu) ctxdx3 4 С My, VueV;6,C-coMt>0(I2) 
Для доказательства этих неравенств, вводя обозначение 
= 2 +  > заметим, что при ae V 
( • (13) 
Jj? « 
Действительно, пользуясь формулой интегрирования по час 
тям,для u,, и26 wf(<2), = u2 = 0 на Г имеем 
5 <4p"|i>,=Ld*= $ (̂ ,<xfdx , 
iE ® 
откуда, учитывая, что , 
получим (13) в случае, .если «-«V . 
Учитывая (2) и (13), теперь для о. е V будем иметь 
^ drnixg ~ 2 j Ua,pilu,pt^-,L+ 2 5 ̂«-,<х.) + 
Ä, а « 
(14) 
+2к?|Ц Цсйь + 2к*Л + \ û û cU . 
G> 
Отсюда, используя неравенство асиии-Цуняковского и оче­
видное неравенство 
^ ^ 2 j (и*< + и-* 2) dx, для ue V получим 
ö'.> 
12 
^ ^ ̂  ̂ + Ct3 + t%^tf)U3,tlfi)C^X'7 (15) 
ÄFv ® 
где C4 = mo3b{-|ft j 2\/?1к.|К. j ̂ ] . 
Учитывая тот факт, что выражение 
( \  + t  ̂tdrf 
Я *т 
эквивалентно норме пространства W^CSZ), если <re W^(ffi), 
reLÄ(r), г(х)з>0 и ше<>{<ьеГ:г(х)> 0}> 0 , 
получим, что для u,3e W£°(£), u-3=-^ = 0 на Г имеют 
место соотношения 
^U3,*ptL3,*p»ckc'= j из,1аиз,4лс^с + J Г1а1И ̂  + 
+ J >c^^uVfa^+U^ayJli:C + 5rU3dr  ̂
>ciJ <Vf>a-y*lifc+c«e*l.^^%fc+uS)cto>c^J(«MpaVlp+u*)dx, 
r 1, xc f^,, 
где <*«.(x) = < П, = {(0;ч),(о-;ч)= 0 * u4 6-} и 
LO, хеГЛГ,*, 
rt=((x;0),(xjfr): Otxio] , c.1,cl=cotv>t>0, а c3=trtln,(cv)c162) . 
Отсюда и из (lo) теперь будем иметь, что при ae V 
\ е^(<4е^(и)(Ызсэ4Cluly , 
где С = «пал{С, •, С4/cs] . 
Наконец, неравенство ^ ̂ (о/Х^Сч^сйес^^» 
/ «г * 
для iie V с положительной постоянной с = tnüv|^r ) -fä j 
следует из (14), если заметить, пользуясь неравенством Коши-
-Буняковского, что 
2AjvZ,AA+ 2k.H^ и л^и 3Ля,> 
>15dx-2l*|R,( ̂(uÄ!Jzdxf^ ̂JcLtJ2+2 A^u|dx= 
=M( -2 wCS^^T2]*° • 
я 
Таким образом, неравенства (12) доказан^. 
Для численного решения системы (10)-(II) возможно ис­
пользовать разностный метод, аналогичный методу, предложен­
ному в [4], где при построении разностной схемы использо­
вался метод сумматорных тождеств, а исследование сходимости 
решения полученной разностной схемы опиралось на технику 
внешних аппроксимаций [5]. 
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12* 
On applying the penaltization to the problem 
of elastic-plaatic shallow shell bending 
G. Olenev 
Summary 
The problem of elastic-plastic static bending of a thin 
shallow shell, under the Hencky plastic law, is reduced to 
the problem of minimization of quadratic functional on the 
convex closed set. A possibility of approximation of the lat­
ter problem, with the aid of penaltization, has been studied. 
The paper shows that the arising, with this, quasi-linear 
elliptic system with respect to displacements of the shexl 
has a unique solution. 
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ПРОЕКТИРОВАНИЕ НЕПРЕРЫВНОЙ НЕОДОРОДНОСТИ ДЛЯ 
РАВНОПРОЧНЫХ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ТРУБ С ПОДВИЖНЫМИ 
ТОРЦАМИ И В УСЛОВИЯХ СТАЦИОНАРНОГО НАГРЕВА 
Хейн К., Хейнлоо М. 
Тартуский государственный университет 
Задача проектирования непрерывной неоднородности для рав­
нопрочных конструкций основывается на решении упругой задачи 
с определением распределения упругих свойств материала и ве­
личин нагрузок, гарантирующих выполнение наперед заданного 
условия пластичности впервые и сразу во всей конструкции. В 
работах [1-8] построен ряд точных аналитических [1-5, 7, 8] 
и численных [б, 7] решений рассматриваемой задачи примени­
тельно к сферическим сосудам [i], вращащимся [3,5,6-8] 
и неподвижным [4] дискам постоянной [3, 4] и переменной [5-8] 
толщин, а также к цилиндрическим трубам[? , б] в случае ус­
ловия пластичности Треска [l-5, 7, 8] или Мизеса [б, 7]. В 
этих работах задачу проектирования непрерывной неоднороднос­
ти удалось расщепить на задачу определения статически допу­
стимых предельных нагрузок, обеспечивающих выполнение приня­
того условия пластичности, и на задачу определения такого 
распределения модуля Юнга по радиусу, которое обеспечивает 
упругие деформации конструкции вплоть до предельных нагрузок. 
В данной работе поставленная задача решается численно для 
цилиндрических труб с подвижными торцами и в условиях ста­
ционарного нагрева. На основании результатов расчетов по­
строены графики зависимостей между предельными значениями 
нагрузок и графики распределения модуля Юнга по радиусу тру­
бы. 
I. Постановка задачи 
Пусть длинная толстостенная цилиндрическая труба находит­
ся под воздействием внутреннего и внешнего давления и вра­
щается с постоянной угловой скоростью вокруг своей оси в ус­
ловиях стационарного нагрева. 




E-EL 6° ' я SL 6r - 50 > 




Т =-k_ 1 , 
м т ' ' 
ев 1 е*, V , 
т° 
Т = 3^-4 
'2 Т 1 » 
где Е , V - модуль Юнга и коэффициент Пуассона, 6Г, 6в , <5^-
компоненты напряжений, Л , 5- - внутренний и внешний радиусы, 
д(.й4 qi 8-) - текущий радиус, 6° - предел текучести, , 
ji2 - внутреннее и внешнее давления, со0 , •у - угловая ско­
рость и плотность материала, Т° , Т2° - температуры на внут­
ренней и внешней полостях трубы, £г , £в , £г - компоненты 
деформаций, Т°- текущая температура, Т, - температура ес­
тественного состояния. Будем считать, что Е = Е(г) . 
Напряжения 5Г и 6д в неоднородной трубе должны удовлет­
ворять уравнению равновесия 
6г'=^(ее- 6Г)-УГ . (I) 
Здесь и далее штрих обозначает производную' по г . Для дефор­
маций ев и ег справедливо следующее уравнение совместности: 
£е- ег+ ге^ - 0 . (2) 
Согласно закону Гука имеем 
e 0=f[ffe-<^O] + 4. T  ' ( 3 )  
e,=^[er-v(6e+6i)] + fiT , (4) 
e*= *-v(6e+6r)] + tT > (5) 
а Т = Т(г) определяется из уравнения теплопроводности и в 
случае стационарного температурного поля представляется в 
виде _1 
Т = Т2+(Т1-Т2)(Са<х) for . (6) 
Для напряжения бг имеем граничные условия 
врСа) = - ji4 , , (7) 
6rm = -fl2 • (8) 
В зависимости от подвижности торцов трубы рассматриваются 
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следующие условия: 
et= 0 (9) 
- торцы трубы в направлении оси жестко закреплены, 
,1 
j rö^dr = О (Ю) 
Л 
- торцы трубы свободные и 
И 
2j r6 idr=ji i(x z-ji 2  (И) 
OL 
- торцы трубы закрытые. 
Поставим следующую задачу: найти распределение модуля 
Юнга по радиусу трубы и величины нагрузок, при достижении 
которых условие пластичности Мизеса 
6rf + (б*- 6г)2 + (6е- бь)2= 2 (12) 
выполняется впервые и сразу во всей трубе. 
2. Вывод разрешающей системы уравнений 
Предположим, что 
ее=С , (13) 
где константа С определяется из условий (9) - (II) в зави­
симости от того, какое из них рассматривается.Учитывая (13), 
из формулы (5) получим, что 
6* = v(6r+69)+E(C-t{T) . (14) 
Пользуясь соотношением (14), представим условие (12) в виде 
а.6д + Б-бе + С= 0 , (15) 
где 
a=>1 + va-v , 
6--(2а.-3)6,.+Е(1-2v)(fjT-С) , 
с = а$ + Е [6r(1 - 2v)(tlT-С) + Е (С - tjT)2] - \ . 
Разрешив (15) относительно 6в , получим 




-tv= Ь(6- - 4-cvc)1 j 
причем 6 = ±\. Исключив с помощью равенства (16) бе из 
уравнения равновесия (I), получим 
(17) 
В силу фермул (3) и (4) уравнение совместности деформаций 
(2) представляется в виде 
Е' у CQl-v^gg-уву ч- Т7 ЕТ'З 
Е r[(1-V)6g-V6"r] 
(18) 
Для производной 6^ из равенства (16) с помощью формулы (6) 
имеем 
б^лЕ'+С^-Ой^ + с^ , (19) 
где 
й-^(ЧТ-ф-М(Ьл-в,)+2Е(иТ-С)] , 
С учетом формул (6) и (19) уравнение (18) получит следующий 
вид: 
Е'._ 6е~ 6г+ У<611)-гб1.+ t]E(T,-TžXtn/oc) * 
с r[0-v)6e- A)6r-E(1-v)A] 
Разрешив систему из двух уравнений (17) и (20) относительно 
бг и Е при граничных условиях (6) или (7) и 
Е(1)= Е2 (21) 
или 
ЕСл) = Е„ , (22) 
получим решение поставленной задачи. 
Отметим, что в работе (6) был рассчитан случай, когда С = 
=Т = 0. Тогда уравнение (17) не содержит модуля Юнга,и по­
этому поставленная задача расщепляется,как и в работах [l-5, 
7, 8]., на задачу определения статически допустимых предельных 
нагрузок и на задачу определения распределения модуля Юнга. 
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При С* 0 или (и) Т*0 такое расщепление задачи неосу­
ществимо . 
3. Численное решение и результаты расчета 
Для решения системы (16), (20) в данной работе исполь­
зуется метод Рунге-Кутта четвертого порядка с прямым или 
обратным шагами. При этом рассматривались следующие случаи. 
1. Заданы величины параметров ц4 , W , Е,, , Т4 , Т2 .Сис­
тема (16), (20) решается жрямш шагом с граничными условия­
ми (7) и (2$). Тогда граничные условия (8) и (22) дают зна­
чения параметров jx2 и Е2 . 
2. Заданы величины параметров ц.2 , W , Е2, X, , Т4 . Сис­
тема (16), (20) решается обрати»« шагом с граничим« усло­
вия«« (8) и (22). В этом случае граничные условия (7) и (21) 
дают значения параметров |ц и Е4 . 
Если система (16), (20) решается при условиях (10) или 
(II), то константа С варьируется до тех пор, пока условия 
(10) или (II) не выполняются с заданной точностью. 
Для иллюстрации результатов расчетов на фиг. I приведены 
графики зависимостей мевду предельными значениями парамет­
ров jv4 и р.2 при V = 0.33, ос = 0.50, Х( = Т2 = со = О.При 
этом кривая I подсчитана при условии (II) и кривая 2 - при 
условии (10). Из кривых I и 2 верхним соответствует 1 = + 4 
и нижним— t = -4 . Заметим, что кривые I и 2 значительно 
отличаются от аналогичных кривых работы [б], подсчитанных 
при условии (9). На фиг. 2 приведены графики зависимостей 
между предельными значениями fi4 и со при т = 0.33,ос = 0.50, 
Т, = Т2 = ji2 = Э. Кривые I, 2, 3 подсчитаны при условиях 
(10), (II), (9) соответственно. На фиг. 3 представлены не­
которые распределения модуля Юнга по радиусу трубы, которые 
обеспечивают упругие деформации трубы вплоть до предельных 
нагрузок. Кривые I, 2, 3рассчитаны при v = 0.33, CL = 0.50 
при условии (И) и кривые 4-7-при условии (10), причем на 
кривой I имеем ji4 = 1.77, ji2 = 1.00, Е2 = 300, Т, = Т2=0.00, 
на кривой 2 - 0.00, ц2 = 0;79, "Г, = 1.00, Tt = 0.40, 
Е4 = 200, на кривой 3 - jt,, --= 0.00', fi2 = 0.79, Т, = Tz = 
= 0.00, Е4 = 300, на кривой 4 - = 0.00, ji2 = 0.56, X, = 
= Т2 = 0.00, = 300, на кривой 5 - = 0.00, fi2 = O.bö, 
Т, = 1.00, Т2 = 0.40, Е4 = 200, на кривой 6 - ̂  = 0.30, 
jiz = 0.78, Т4 = 1.00, Т2 = 0.40, Е4 = 200- и на кривой 7 -
Ji4 = 0.80, |t2 = 0.94, Т, •= Т2 = 0.00, Е4 = .300. Кривые 2, Ь, 
о рассчитаны при = 0.0014. 
1 3  
:7 
for. I. 
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Design of continuous nonhomogeneity for equi-atrength 
cylindrical tubes with movable ends under steady 
temperature field 
'K.Hein and M.Heinloo 
Summary 
The problem of optimal nonhomogeneity that guarantees 
satisfaction of the Von Mises yield criterion simultaneous­
ly at all points of cylindrical tubes is examined. The cy­
lindrical tubes subjected to the external and internal pres­
sures and rotating under steady temperature field are con­
sidered. Three cases depending on mobility of ends are in­
vestigated. The ends of the tubes are rigidly fixed, free 
or closed. The problem is solved numerically. The relations 
between the limit values of pressures and angular speed as 
well as the optimal Young's modulus distributions are pre­
sented. 
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ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ О СЖАТИИ ПЛАСТИЧЕСКОЙ 
СФЕРЫ 
Я.Леллеп, А.Лаансоо 
Тартуский государственный университет 
Таллинский политехнический институт 
Решение задач пластического деформирования тел являет­
ся весьма сложным даже в случае, когда напряженно-деформи­
рованное состояние тела можно считать осесимметричным [1-6] . 
При исследовании деформирования порошковых материалов пред­
ставляют интерес также сведения о деформационном процессе 
отдельных частиц. В связи с этим стала актуальной разра­
ботка приближенных оценок напряженно-деформированного со­
стояния частиц материала при пластическом деформировании. 
Ниже предпринимается попытка определения компонентов на­
пряжений и деформаций в пластической однородной сфере,сжа­
той между двумя жесткими плитами. Материал сферы идеально-
пластический; упругими деформациями и упрочнением пренебре-
гается. 
§ I. Постановка задачи и основные уравнения 
Рассмотрим полную однородную сферу радиуса R «которая 
сжимается двумя абсолютно жесткими пластинами силой Р 
(фиг. I). Допустим, что материал сферической частицы можно 
считать идеально жесткопластическим, имеющим предел те­
кучести 6„ (предел касательных напряжений обозначим через 
т0= 60/\[5 )• Ограничимся исследованием малых пластических 
деформаций, при которых перемещения не превышают порядок 
половины радиуса. Требуется определить напряженно-деформи­
рованное состояние сжатого сферического тела, пренебрегая 
деформациями сжимающих пластин, а также упругими деформа­
циями. Не учитываются также упрочнение материала и влияние 
массовых сил (собственного веса). 
Считая напряженно-деформированное состояние сферы осе­
симметричным, будем использовать цилиндрическую систему 






6 g  , и x = Т г з ь  = должны удовлетворять уравнениям рав­
новесия алемента сферы и соответствующим статическим крае­
вым условиям. Уравнения равновесия в цилиндрической системе 
координат записываются в виде [2, 4, 7] 
|b +  ü^+ |L_0 
(I.I) 
Радиальная и и осевая компоненты вектора скорости 
перемещения связаны с компонентами вектора скорости дефор­
мации th уравнениями 
За. 
£>" *~ Эг 
У 
е-Т 7 
Зи , 3v 
э* + эГ 
Материал сферы несжимаемый, поэтому 
Sü . . + ti, + M = 0 
Эг г Эх. 
(1.2) 
(1.3) 
Допустим, что материал сферы подчиняется условию плас­
тичности Миэеса и ассоциированному закону 
Миэеса записывается е виде 
течении. Условие 
=[(е,~ öef< (66- aj+(V < о . (1.4) 
Согласно ассоциированному закону течения (закону градиви­
тальности) имеем 
ег= л,(6,- 6), 
ев=л-Сбв-б), 
9 в ' (1.5) 
4= ̂(6*- б), 
У - 2*яг, 
где X - некоторый неотрицательный скалярный множитель и 
6 - среднее нормальное напряжение, т.е. 
6 = А(6г+6е+4) . (1.6) 
В тех точках тела, где неравенство (1.4) превращается в 
строгое неравенство, множитель X обращается а нуль [2]. 
С другой стороны, из (1.5) видно, что величину X можно ис­
толковать как коэффициент пропорциональности мевду тензо­
ром скорости деформации и девиатором напряжений. Поэтому в 
случае условия пластичности Мизеса и уравнений пластичнос­
ти Генки-Ильюшина имеем 
* = Т— . (1.7) 
2т0 
Здесь через 6 обозначается интенсивность скоростей дефор­
маций, т.е. 
е = /¥\1 (ef - ее?+ Cee- +к*.'+ ? Y* - (1.8) j yv<-p с-е/ т-г/2' 
Для формулировки краевых условий на свободной части 
поверхности тела воспользуемся уравнениями 
ffr= 6^01/^+ 6ra»tp>-tAuv2^ , 
Ч=| (ff,- ва)лш 2|Ь+тсо» 2£>, (1.9) 
вь= + 6r/>ui5(b + TAUiZp , 
где |b - угол между меридианом и осью Ш . 
На контактной поверхности будем статическим краевым 
условиям удовлетворять в интегральном виде. 
§ 2. Приближенное решение контактной задачи 
Естественно предполагать, что экваториальная плоскость 
сферы остается параллельной жеотким сжимающим пластам* 
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в течение процесса деформации. Кроме того,допустим, что на­
пряженно-деформированные состояния в верхней и нижней частях 
сферы одинаковы (фиг. I). Поэтому в дальнейшем рассмотрим 
лишь половину сферы (фиг. 2). 
77777777777777 77777777777777 
Фиг. 2. 
Для решения поставленной задачи введем потенциальную 
Функцию 1|) = т)>(г,в) таким образом, что скорости перемещений 
связаны с функцией ц> в виде 
г д *. t 
г 3f • 
(2.1)  
С помощью (2.1) можно проверить, что в таком случае условие 
несжимаемости (1.3) удовлетворяется тождественно. 
Кинематические краевые условия сформулируем следующим 
образом: 
<ur i=0=°' <J =0 . 
Ir—0 
(2.2) 
Статические кр^зые услэзчч удовлетворяем интегрально, 
т.е. требуем, чтобы выполнялись соотношения 
о 
4 
im0rdr = -p • 
(2.3) 
2ж\ eäfc|ät=aL̂ r*cü- = - Р . 
Здесь i0= Р-<»0 , а г„ - радиус поверхности контакта. Сле­
дует отметить, что пои решении конкретных практических за­
дач в теории пластичности точные краевые условия заменяются 
часто соответствующими интегральными требованиями [1,2,4,б]. 
Оказывается, что сформулированная задача существенно 
упрощается, если ввести следующую гипотезу. Полагаем, что 
течение материала в пластической зоне является плоским. Это 
означает, что компонента скорости не зависит от г и, 
следовательно, л* = tfOO . Это обстоятельство позволяет про­
интегрировать второе уравнение в системе (2.1).В самом деле, 
из (2.1) находим 
откуда после интегрирования по г получим 
+ 7 (2.4) 
где - произвольная функция. 
С помощью (2.4) из первого уравнения в системе (2.1) 
определяем 
-:*( •£) • <г-6> 
Так как на оси симметрии тела при г-0 согласно (2.2) и, = 
* 0 , то в (2.5) должно быть d^/ct*- 0 . Таким образом, 
u--^-w'0b) , (2.6) 
где штрихом обозначается дифференцирование по i . 
-С помощью (2.6) и (1.2) нетрудно проверить, что £г*£е> 
откуда с учетом (1.5) следует, что 6Г= 6в . Геометрические 
соотношения (1.2) выражаются в виде 
er—I«*', ' у—- (2.7) 
Определяя из (1.5) компоненты напряженнее учетом (1.7),(1.8) 
получим 
* G ' (2.8) 
ZG • 
Отметим, что найденное распределение напряжений удовлетво­
ряет тождественно условию Мизеса (1.4). 
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Подставляя в (1.8) соответствующие величины из (2.7) и 
пренебрегая в силу малости деформаций величинами высшего 
порцдка малости,получим G~£ь. Допустим,что погрешность, 
связанная с отбрасыванием некоторых слагаемых в (1.8), не­
велика, и заменим в последнем соотношении знак приближенно­
го равенства знаком равенства. Это позволяет записать фор­
мулы (2.8) в виде 




Зунюую <г определим так, чтобы были удовлетворены 
уравнения равновесия (I.I). С учетом равенства 6,= 6е с 
помощью соотношения (2.9) запишем уравнения (I.I) в виде 
36. 
- (2.XI) 
Дифференцируя первое уравнение в (2,11) по зь , второе-по 
г и приравняв между собой смешанные производные от 6Г , 
приходим к простому обыкновенному уравнению второго порядка 
v" = 0, откуда следует, что 
«•= Ai+ В . (2.12) 
Постоянные интегрирования А и В определим из стати­
ческих краевых условий (2.3). Заметим прежде всего,что со­
гласно (2.9) удовлетворяется тождественно услювие обращения 
в нуль касательного напряжения на оси симметрии (при г= 0 ). 
Однако касательное напряжение должно равняться нулю и на 
плоскости симметрии. Поэтому 
*r|^o=°- (2.13) 
С помощью (2.13) из (2.12) можно исключить одну постоянную 
интегрирования и функцию V задать в форме 
v= Аь . (2.14) 




r=-2T„tr . (2ЛЬ) 
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Интегрируя уравнение (2.15) с учетом (2.14), приходам к соот­
ношению 
6,. = -Ат01.г+Р(г) , (2.16) 
где F(r) - произвольная функция аргумента г . 
Поскольку напряжение 6Г в виде (2.16) должно удовлет­
ворять и первому уравнению в (2.II), то функция F определ­
яется в виде 
F — ,  ( 2 . 1 7 )  
где С,, - некоторая постоянная .Таким образом, 
6г=-Ат0(Ь1+^-)+С4 . (2.18) 
Для определения скоростей перемещений получим с помощью 
(2.10) и (2.14) следующее уравнение: 
w" = . (2.19) 




г di , 
где 
VSAi.1 , V« 
В = -*>b(S e^cUbJ - (2.21) 
Радиальная скорость перемещения выражается согласно 
(2.6) и (2.20), (2.21) в виде 
„/УАг,1 
Ü =фг ± (2.22) 
2 SV'-'di ' 
о 
Неопределенными остались постоянные интегрирования А и 
С, . Эти величины можно вычислить из условий (2.3).Падстав-
ляя величину £>г из (2.18) с учетом (2.9) в первое соотно­
шение в (2.3) и выполняя требуемые выкладки,определим 
^ * 6o-jhfv+ Атотр , (2.23) 
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где fi= Р/2*. Аналогично из второго условия в (2.3) находим 
Ато'2^"^") . (2.24) 
гог[4+^(т'- R1)] 
В конечном счете можно компоненты напряжений выразить в ви­
де 
Г гЯ^+K^-R1)] ' 
вЛ= 6Р~6В , (2.25) 
-г«Ат 0*.г . 
Пока статические краевые условия не использовались на 
свободной части тела. Требование равенства нулю касатель­
ных напряжений на свободной поверхности тела удовлетворим 
в каждой точке, краевые условия для нормальных напряжений 
- интегрально. Первое требование приводит с учетом (1.9) 
к уравнению 
^(6Р - 6b)/wv2p>+T«K>2ß>= 0 j (2.26) 
откуда находим 
• (2.27) 
Считая iajTbp малой величиной по сравнению с единицей, мо­
жем (2.27) заменить соотношением 
• (2.28) 
Уравнение искривленного меридиана ищем в виде г - г(а.) . 
Приравняв dr/cUb = taaf) в (2.28) и подставляя сюда компо­
ненты напряжений с помощью (2.25), приходим к уравнению 
. <2-29> 
решением которого при краевом условии г|ь_1̂ =1,0 является 
функция 
-<V 
r=r0wcfi[- 5̂(aj-i1)] . (2.30) 
108 
Отметим, что уравнение меридиана можно найти и на ос­
новании соотношения(2.27),но в этом случае приходим к не­
линейному уравнению, которое следовало бы интегрировать 
численно. Однако это весьма неудобно, так как величины , 
г„ , ча-0 пока не известны. 
Запишем, наконец, условие для нормальных напряжений 
на свободной поверхности в интегральной форме 
^ (SbAUv^*6Pcoet|Ь-tAÜL2(9|r=ir(i)d*-0. (2.31) 
о 
Здесь кривая г - г(ъ) выбирается в виде (2.30). Вычис­
ление интеграла в (2.31) существенно упрощается,если пред­
положить , что /%п-(Ьв df/d-fc • fiUiZfix-ldr/di. В таком случае 
(2.31) примет вид 
• i 2- 3 2 1  
о 
Учитывая (2.2э), (2.29), (2.30) и выполняя в (2.32) опе­
рацию интегрирования, приходим к сравнительно простому 
соотношению 
- too(-§- Го D - Т? = 0 • (2.33) 
Для определения величин г0, iit0j г0 имеем равенство 
(2.33), к которому добавляем соотношения 
tf0=R-b0 • R > 
откуда с учетом (2.22) получим уравнение 
^ J** d*J j- R - (2.34) 
Из системы (2.33), (2.34) можно вычислить величины i&0 и г0 
при заданной нагрузке. 
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An approximate solution to the problem 
of compression of a plastic sphere 
J.Lellep, A.Laansoo 
Summary 
Plastic deformations of a solid, sphere have been studied; 
The sphere is compressed between absolutely rigid plates. 
Material of the sphere is assumed to be ideally plastic 
with no work-hardening. Elastic deformations have been neg­
lected. An approximate technique of determination of the 
stress-strain state of the sphere has been developed. The 
results should be used by evaluating plastic deformations 
in the porous materials. 
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ИЗГИБ УПРОЧИЯЩЕйСЯ КРУГОВОЙ ПЛАСТИНЫ НА УПРУГОМ 
ОСНОВАНИИ 
К.Кенк 
Таллиннский политехнический институт 
Первые работы по оптимальному проектированию неупругих 
конструкций при динамическом нагружении были посвящены рас­
смотрению идеально-пластических конструкций [I]. У таких 
конструкций остаточные прогибы могут оказаться значительны­
ми. Упрочнение материала конструкции уменьшает остаточный 
прогиб. В работах[2 - 4]выполнено оптимальное проектирова­
ние круговых пластин с учетом изотропного упрочнения мате­
риала. Известно однако [51,что материалы обычно не упроч­
няются изотропно и при деформировании возникает анизотропия. 
Возникновение анизотропии можно учесть моделью трансляцион­
ного упрочнения. 
В настоящей работе, в целях дальнейшего применения 
разработанной методики к оптимальному проектированию, рас­
смотрен изгиб круговой пластины из линейно упрочняющегося 
материала с идеальным эффектом Баушингера. Учитывается 
упругое основание пластины. 
1. Рассмотрим изгиб шарнирно опертой по внешнему кон­
туру круговой пластины радиусом R и толщиной 2 h , на­
груженной равномерным постоянным давлением р , которое 
начинает действовать в момент времени i =0. Пластина 
имеет упругое основание с коэффициентом постели К 
Применяя цилиндрические координаты t , 6 , г 
имеем следующее уравнение движения пластины 2, 6 : 
- 2h v< (I) 
ЭТ2- а г ' - 5t-* 
ГДе • h 
Mi = j tr, zclz 1 Me - f rfeZ c/z t (2) 
-/> "h 
/,< - плотность материала пластины, И/ - прогиб. 
Пренебрегаем упругими деформациями пластины, т.е. полные 
деформации пластины считаем равными её пластическим дефор­
мациям. 
2. Пусть поверхность текучести материала пластины сов­
падает с поверхностью Мизеса и материал пластины обладает 
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идеальным эффектом Баушингера, т.е. имеет место чисто тран­
сляционное упрочнение [5]. Тогда поверхность нагружения 
имеет вид 
( s j - p j u s j - w -  (3) 
где Sj - девиатор напряжений, - девиатор ориенти­
рованных остаточных микронапряжений, определяющий положе­
ние центра поверхности нагружения, 6^ - con si - ис­
ходный предел текучести. 
В случае линейно упрочняющегося материала можно при­
нять Г? J 
?У~ C f :j- (4) 
где С- consi , £j - девиатор пластических деформаций. 




Интенсивность скорости пластического сдвига 
1 - Ц - \js ** (s.j - fj> (s.j ~ f/j) . (6) 
С учетом (3) будем иметь 
7 (7) 
и ассоциированный закон течения можно представить в виде 
£j - Щ - fj>- ») 
откуда 
^  -  а. ,  / .  
J ~ ,/зу J 
ИЛИ 
* г - с ' ГЦ 1 г  <9) 
3. Пусть радиальное перемещение точек пластины и =0. 
Тогда 
г, - z , х, = ̂  j 
- г эе0 , эее - I , (Ю) 
7 
= 2. I xl ̂  
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Sri = C £" + vfk ̂  * C £ф * vs*. ' (И) 
**Де ' I » о V 2. • ' ' 
x = \Jaet+ xj + ae^.. (I2) 
Учитывая, что 
5
t= §>-3% > ^ = § - j <Уг> 
получим 
С г~ С г (2гег+ зе») + -5L ( z аег + * в) slon г 
Л та * V (то) 
"в = С z (г«в + эсг) + ^2. «о + агг) -S/y-? Л 
Учитывая (2), будем иметь 
M t  = ~~ С (2.х^+ х в) + t г жг + *ö)} 
(14) 
Мв = ̂  се гае^+зсг) + äi«k (2 2^,,+ ̂  ) з уз * 
Предположим, что приложенная нагрузка не приводит к разруше­
нию пластины, тогда движение пластины в некоторый момент 
времени i =t4 прекращается. 
Переходим к безразмерным величинам 
Т« — ^ VV х - с =г — 
> /, » * ' в;#*-
oi h > Я" Жь 2- ' S' <&*,*-> ' =  ' 
„ Afe v> . «tK1 _ ЭСеЯ* (15) 
f //•• * * <jC, •— . Ob-? . » z »iA1 > 1 h > h > 
ae, = LS« „ ££*< *.k , эсг -
эг а J 
Sc = |/ -+ ж/ + эе, :3c.', 
Тогда уравнение (I) принимает вид 
Tl?11 " ¥ г - Г * 2! < Ш *  *'"• ( К>  
а из соотношения (14) получим 
3 %#". (17, 
тг *- \ С ( 2 -с *,) + 2 аг., f .У, 
л ßi 
4. Рассмотрим приближенное решение задачи. 
Применим метод модальных решений, т.е. ищем прогиб в 
виде 





У _ ЪН у _ _ L df 
1 axi ' * ах ' (19) 
у = / у,*+ у/+ у, *1 . 
Тогда уравнение (16) можно представить в виде 
эwt (20) 
а соотношения (17) Дают 
m , e  (21) 
Из (21) нетрудно установить, что 
/77, -  ̂ /77, (OO) 
Я к, -г ̂  
5. Будем искать функцюо -&*) в виде степенного ряда 
[41 J 
j'(x) = Go r^? iX ; 1+S J < ,  
Условия шарнирного опирания 
-О у 
дают 
6 £>£ •#- Я 8 Q ̂ ~0 j  Go -г </2. •/- - С 
откуда 
ач = ~ i* ö i > а° ~ ~~ jj ®2-
Функцию (23) можно теперь представить в виде 
(•"* г '3л>- н). 
Из (19) и (21) будем иметь 
у. -  ± j i L ž r  (  9 x z - 7 )  У ,  = =  5-5^ f Зх* -  7Д 
7 ' Г 
У - /et J \J -3öx4-6'V>z + 
(23) 
(24) 
/77, = -Ус у> fx z -/J - " / *
2  - *>  
\/ЗУ л 1'~ £j */хг  г (25) 
/7?2 - ~  С  С ^ у  c ' S ' x ' ^ - У )  
S Х г  7  
7 + ]/39x1 - вНк1 f У.9 
Нетрудно убедиться, что уравнение (20) можно переписать в 
виде 
4г(.Х Чг* = -Я" f + kf)xj. (26) 
Интегрируя (26) по х , получим 
1 * П ± + т , . т г -  ( г ф « / ) ( 2 7 )  
Учитывая краевое условие в центре 
"Ух-о = /77,-Л-о , 
получим, что С, = о „ 
Из (25) получим 
- 4 с Qif - 7 а* (28) 
7 V -3 $f х * - 8*л V 
С учетом (28) уравнение (27) приводится к виду 
Эаг< - - — сс гя-х •+ 2* , - (?9) 
dx 7 7  /39**-Й*"2- it *5- J 
- У j + ~ (2 ff 7* * - х- 5  - 41 x). 
Интегрируя (29) по х , получим 
т, = -4с« гу>** +-р^ /п А Гзз(зям*-вЧх^ ууД7Нж г-61]-(20) 
-  ¥- I« U f f +  * & ( % * -  £  -  Ц * * )  +  С ^ .  
Удовлетворяя условию, вытекающему из (25) 
m*U'o =-* * > 
получим из (30) 
~ if С Cf£ у-' V- / ST О, / 3 7-3 6 ̂  ^ 
откуда 
C z  - - tcoif > o,aoze 
Учет краевого условия /7V' = v' ° Дает 
-&c0 tf + 4,2739-| - ±£2& (2?f + *f) = o. (3D 
Г / -у *.? Z6 
Обозначим 
у- --oL̂  (32) 
Тогда для определения у- будем иметь уравнение 




2 . к 4 3Z.6&C ^ _ 4,797- _ ,g L/tf7f 
' Zf 2f г г у (33) 
Пластические деформации будут развиваться, если ^ > 5,0966. 
Вводим обозначения 
о Л -#• 32,&Вс (34) 
6 "  — — '  
л - 4> 7 В Г  о - (35) 
U 2? ° Zf 
Тогда ретеиие уравнения (38) получим в веде 
у. .= ^ о - суд- Уа г ) . ^ (^) 
С учете» (32), (24) и (18) получим 
« -i2- /у - cos с) (<f 1 -г 3 * * - . 
1 
Пластина остановится, если 
^ УУл1) Л/> >3" Г, -О 
у*/я 
т.е. 
t^rf = ЗГ. 
Учитывая, что "Z", - 4 , получим в^'Тт'1-. Теперь из (34) 
и (15) будем иметь 
Л2.68 CA' 
ji : = •>--
/tJL 
t 
t, - %e 
z 
или r 
h c " да 
Максимальный прогиб в центре плаетшю 
У* О (37) 
= "те 
6. Рассмотрим пластину, для которой R =2 м, h =0,0бм 
«'s = 2-I04 Па, К = I04|f , С = 4 10 Па. 
В этом случае из (37) получим 
=  УУ (*. ?fS7* £/, /о/7) _ (38) 
~7 (*tO t 3?г С» • <2, V<^ ) 
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Пусть у = 10, т.е. ^ 2 ̂ т,п , где у min = 5,0966. 
Тогда из (38) получим иКт* = 0,344 или vV,r><»x = 0,0172 м. 
Следует отметить, что полученное значение меньше 
предельной нагрузки =6,5, приведенной в [8J , и гюв-
тому выполненный выпе расчет дает несколько завышенное зна­
чение для И//776, . 
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Bending of strainhardening circular 
plate resting on an elastic foundation. 
K. Kenk 
Summary 
Bending of simply supported circular plate under cons­
tant uniformly distributed load is considered. The load is 
applied at the instant t * O. The translation model of li­
near strainhardening in case of the Mises yield surface and 
the method of modal solutions are used. 
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ОПТИМИЗАЦИЯ ДИНАМИЧЕСКИ НАГРУЖЕННЫХ УПРОЧНЯЮЩИХСЯ 
ПЛАСТИН В СЛУЧАЕ НЕКОТОРЫХ КУСОЧНО-ЛИНЕЙНЫХ УСЛОВИЙ 
ПЛАСТИЧНОСТИ 
Ю.Кирс 
Таллиннский политехнический институт 
В работе {Т]был"и изложены общие идеи оптимального про­
ектирования свободно опертых круговых упрочняющихся пластин, 
нагруженных экспоненциально убывающей нагрузкой. В работе 
Г2)дано полное решение оптимального проектирования круговой 
упрочняющейся пластины. При этом к пластине была приложена 
линейно убывающая нагрузка. В работе[3] двумя методами реше­
на аналогичная задача для изотропно упрочняющихся круглых 
пластин, заделанных по краю. 
Во всех упомянутых работах используется условие теку­
чести Мизеса. В настоящей работе рассматривается задача опти­
мального проектирования шарнирно закрепленных круговых упроч­
няющихся пластин в случае условия пластичности Треска и кри­
вой текучести в виде ромба. Б последнем случае для краткости 
приведены только численные результаты. 
I. Оптимизация круглой пластины с непрерывно изменяю­
щейся толщиной в случае условия пластичности Треска 
Рассмотрим круглую пластину, шарнирно закрепленную по 
краю. Пусть толщина её равна 2Н, а радиус - R . Пластина 
нагружена следующей равномерно распределенной динамической 
нагрузкой уз : 
j\, ( 1 - т/с,) > есЛИ ° - 1 - Т1 j 
(I.I) 
^ > если Г, i Т i Хк J 
где с - время, /\> - константа. 
На первом этапе движения пластина нагружена линейно убыва­
ющей нагрузкой (I.I), которая в момент Z«Z", становится 
равной нулю. Дальнейшее движение во время второго этапа 
X > Г, происходит по инерции до остановки в момент Г* 
В ряде случаев движение пластины может закончиться уже в пер­
вой фазе, т.е. при О± С, . Рассмотрим здесь случай, 
когда толщина пластины и её производная изменяются непрерыв­
но. Требуется определить зависимость толщины 2К от радиаль­
ной координаты t так, чтобы остаточный прогиб в центре 
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был минимальным. Учитывать нужно и то, что заданы объем пла­
стины Vo и минимальная толщина Н0  (т.е. Н ъ Но ). 
Воспользуемся цилиндрическими координатами и г . 
Начало цилиндрической системы координат находится в центре 
пластины на срединной плоскости. Ось Oz направлена вниз. 
Обозначим и Oy = 
Пусть дано кусочно-линейное условие текучести 
= et <г< + 6 -s/y/7 z, (1.2) 
где Ci - предел текучести материала пластины, 
о и £> заданные константы. Мощность пластической 
деформации вычисляется по формуле 
Ар - ё, г oi ez J (1.3) 
где ^ и - главные скорости пластической деформации. 
Предположим, что пластические деформации малы и упругие 
деформации не учитываются. Кроме этого, пусть осевое переме­
щение и -о . Поэтому 
ё, « zae, , ez - z ait^ ^ (1.4) 
где главные кривизны ас, и вычисляются по формулам 
Ш ' а» = _ J. a]V 
' J г * ' 
Подставляя выражения (1.2) и (1.4) в формулу (1.3), находим 
Ар - 2 С ж, +Q х2) + 6 Z Э?, OJ sUjnž, 
Определим функцию так, что 
Oi = <я(*> Ч sionz 
v CI.о; 
Тогда скорость работы пластической деформации 
Ар ̂  <5^ z /ас,а*,) + £х, J -s/>/?2. 
/ J . (1.6) 
Предположим 
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где ß - заданная константа материала, - постоянная 
вычисляемая из начальных условий, aio - предел текучести 
материала в начальный момент времени, Т - интенсивность 
касательных напряжений. Аналогичное условие было использо­
вано в работах [I - 3]. 
Так как Т- 1,077 Тт**. , где - максималь­
ное касательное напряжение, то приближенно <. 
Но = f <гг - Од ) /г. , где 6j , поэтому 
7"» гДЛ = (1.6) 
Из уравнения (1.7), учитывая условие (1.8), находим 
/-УЛ Л _ 2 Тс/Т _ <5и с/-Г£ 
- "5^г- - од<̂  ' (1.9) 
Теперь зависимости (1.6) и (1.9) дают дифференциальное урав­
нение 
 ̂ ~ <51 £  f a  ( & , + < *  Кг)' £ & * ]  s'jn 2 , 
решением которого является функция 
= взо 23г[б(х,+<ях г)Jз,у?*}с/£ . ( 1 л 0 )  
Формула (I.10) позволяет найти выражение для предельного 
пластического момента , а именно: 
Ms - ™šo Н г  + ^ Sic- Н ъ[St ас, ) + i> зс±] г  (I.II) 
При решении задачи используем метод модальных решений, соглас­
но которому предполагается, что прогиб представляется в виде 
W- F^Ct) feCr) (1.12) 
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Переходим теперь к следующим безразмерным величинам: 
A - f e  -
ГГ7,2 = ms = — . 
"o J ' «r^v/lV- в>о /У»2-
? = ̂ 7Г , V - . l/= V" 
GsoHo~ H0 <f ZVH*Ho ' 
L - M#*-
€1.13) 
* e J л =
' Ж-3** ' <rtor,« 
где - плотность материала, T, - момент времени, 
когда линейно убывающая нагрузка становится равной нули, 
о£ - параметр, характеризующий меру упрочнения, 
* - заданный параметр пластины, Vo - заданный объем 
пластины, Но - минимальная толщина. 
Теперь уравнение движения круглой пластины можно запи­
сать в виде 
_ (1.14) 
("«•)- dSi? + V* • 
где 
^ Ä  <f0(4-t) - (1.15) 
безразмерная нагрузка и 
4Г = <fU) f(*) — (1.16) 
прогиб. 
Из условия о заданности объема пластины вытекает равенство 
j 
У = г j хАУ*. (1.17) 
Формуле (I.II) можно придать вид 




где безразмерные обобщенные кривизны и вычисляются 
по формулам 
V ^ У = - i- Э£ „ 
у< * - ii • * х £ 
(I.19) 
К уравнениям (I.14) - (I.19) добавим еще зависимость 
/77, = (д- fx) /77$ _ (1.20) 
которая вытекает из условия (1.5). Предположим, что толщина 
h(*) - полином 4-М степени, а именно : 
h =• h0 t btx.*~ + (1.21) 
где Л-? •/ . Иа уравнения (1.17) находим 
Л«, = И- 4 - (1.22) 
Используя условие текучести Треска, рассмотрим пластическое 
течение в режиме AB (фиг. I), поэтому тг'Мл, а в уравне­
ниях (1.2) и (1.18) имеем о = и  и / - у  .  
Фиг. I 
Зависимость между безразмерными обобщенными кривизнами У, 
и должна быть задана, поэтому предполагаем, что 
V, = F(«) . 
(1.23) 
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При ассоциированном законе течения эта зависимость вытекает 
из условия перпендикулярности вектора скорости деформации 
В. к кривой текучести. Легко найти, что при этом имеем 
ju) - ./-> , откуда следует, что У, = о и х> - %. . По­
лучится противоречие (при х — о имеем />% •-» да ). Поэтому 
здесь ассоциированный закон течения не имеет места. Следова­
тельно , зависимость (1.23) нужно задать иначе. По существу, 
функция FC*) определяет изменение угла между вектором 
скорости деформации £ и осью От, . Идея метода пред­
ставленного в данной работе, состоит в том, что с условием 
пластичности Треска используем выражение функции FC») , 
полученное по эллипсу Миэеса. Конкретно это получается 
следующим образом: из уравнения - т,гп^-т± *0 
находим при помощи ассоциированного закона течения 
У1С 2,77л - /г»,) -•= (2т, - /77_,) . Имея теперь в виду, 
что /7-> = ß '7^. и vf •= /~у, , легко найти 
или ft - 2-F*-4 . (1.24) 
2 - Ci 2 +F 
Угол между вектором Е. и осью (?<», меняется непрерывно 
от значения при х - о (так как там У, - ) до значе­
ния F - ~ при хч ( так как здесь у, - - v*/z ). Те­
перь ясно, что функция j-(л) из формулы (1.16) должна удов­
летворять следующим условиям: *) f(o)~i , 2.)j^) = o J 
3)f'(.o) - О , yjo^vjc) to , J") 2. = - v, 
Предполагая, что M - полином третьей степени, на­
ходим однозначно 
j = (-Ъ - г2-к Л) , (1.25) 
откуда >v - 2 Г-э - 6х)/з _ - 2. (5 - Зх)/з. • 
Уравнение движения пластины записываем теперь в виде 
(*"7,)' г V у-'Л2kfJhxje/x-i C,t (1.26) 
где 
^ г <j 0  (t- г), 
ГН - - t/š а *2/х г) 




В (1.26) и далее точка над переменной обозначает дифферен­
цирование по безразмерному времени t , « запятая - по ко­
ординате х . Уравнение (1.26) легко интегрируется. Конс­
тант« интегрирования определим из условий А т,'Со) -О 
2 )  »  h o  ( 4  +  г о  u f h c / s ) .  '  
На первом »Wie движения пластины о ±-£±1 На пластинку 
действует нагрузка ^ по формуле (1.27). После решения 
уравнения (1.26) получим из условия т,(i)-о дифференци­
альное уравнение 
f + = ~zkÄA [fo С''*)' 1 (1.29) 
где j > 
и А * jrV2—- • (1.30) 
*•' X A4 
Ai= 0,63333/7«, + •+ o,oW4is6± , 
A z =  4 , 7 2 1 3 6  A t  +  / ,  0 S - 3 S 6  h l b i  *  о ,  r / 6 ' 5  ( Z o 6 %  
+ 0,110 7&/ bf + 0,66, *i~Z? +0,1«лзо*+ Л„ 6/) у-
-t о, тук. ja £>, 4* + &f} 
, _ .t (I.3I) 
Д^З/?^ г2Ь 0Ь, + •§-ho4 8t. + . 
Решением уравнения (1.29) является 
(1.32) 
f- [к<-яын> + - У, 
/ - „.зэ, 
Если движение закончится уже во время первой фазы (t*0 , 
то конечны? момент времени вычисляется по формуле 
Д- - j- яге/*» (/IL) t (I.34) 
а выражение для минимизируемо* функции - по формуле 
h n  =  { 2 . L - U ) ,  
(1.35) 
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причем t k .  < 4  • Если же движение пластины продолжается 
во время второй фазы, когда tst и - о, то после интег­
рирования уравнения (1.26) получим 
'Г > Л'Г- (1.36) 
откуда, удовлетворяя условиям непрерывности, легко найти 
функцию уД) . 
После интегрирования находим 
/Г » [U( f-e0sAi,)+s;«(A-Ai*.)sinAk'A], (I-37) 
где конечный момент времени движения пластины вычисляется 
по форцуле 
J^aic/anAh , если Ai/ >о у  
А ' (1.38) 
S-Мг-г arcJtin А*) , если A/ft-Oj 
А 
причем i. л  > 4 
д J-coiA (1.39) 
яч = 7/̂ ГГ ' 
2. Оптишзация круглой пластины кусочно-постоянной 
толщины при условии пластичности Треска 
Рассмотрим теперь пластину, часть профиля которой изоб­
ражена на фиг. 2. Здесь заданы как минимальная, так и макси­
мальная толщина, поэтоцу Н0 А. Н,)2_ ± Нм , или в без­
размерных величинах 
(2.1) 








0 j/ f Л 
Фиг. 2 
Исследования в данной работе показали, что возможны следую­
щие два разных вида деформирования: первый вид - вся пласти­
на находится в пластическом состоянии, второй вид - средин­
ная часть остается жесткой. Исследуем сначала первый тип 
деформирования. Условие пластичности Треска связываем здесь 
с неассоциированным законом течения, как и в п. I. Используя 
метод модальных решений, определим функцию ju) по формуле 
(1.25). Решим уравнение (1.26), исходя из следующих предполо­
жений : 
а) при OŽ х ̂  у - имеем режим AB (фиг. I), при­
чем h = А, , -'ъ <f-, ; 
в) при </ - имеем режим AJBJ, здесь 
И = A, t /77. ̂  /77,z » Л/ •* f "I $, 
, где 
</', определяется равенством (1.28). 
В первой фазе движения пластины ( t ~ 4.) получим 
где L = /~ 
(2.3) 
б л л А  j :  &  
> vi '< л, 
1üb 
A 1  - I 9h,.4l/- К)(9-£у -zT5y-v 8,4у s  - 2y^y, 
Д, - d, 2ß / 7/ -f /, 609*38hf -  )  Аз J  
/4г - + /2 -ГЬМЧч +(>,72-4 z- AV. (2Л) 
5~~4y J У 
Для вычисления конечного момента времени {*_ получим опять 
формулу (1.34), а для минимизируемой функции теперь имеем 
!~м - "2? ' (2.5) 
где ^ У . Если же движение продолжается в течение 
второй фазы, то получаемые выражения для функций 4 и ̂  
аналогичны формулам (1.37), (1.38) и (1.39) с той разницей, 
что в уравнении (1.37) вместо коэффициента 2/25 имеем 6/25. 
Первый вид деформирования имеет место, если т , ( у )  *  m s z ( у ) .  
Рассмотрим кратко и второй вид деформирования. 
а) Центральная часть ozxi-y остается жесткой. 
Здесь 
, А,л,, ̂ ,,лд (2-6) 
/77z= '*"<0 '= "Ъ/ f •+- ^зг ( - - f); 
в)- при у £ х *-1 можно использовать ассоциированный 
закон течения, так как точка -Г -о (причина непри­
ятностей) находится вне этого отрезка. Поэтому 
здесь h - и 
it+'i±.4->b-vr" r^J 
(2.7) 
При получим после необходимых вычислений 
i K  - -- /,,-7 (Л/), F M  , L г .^гАу * 
А * у'-у*" 1  , Ai-lh.f.bi (<-<])(<•>*)). 
При /А >)' получаются форм/лм, аналогичные равенствам (1.38) 
и (1.39). Мииимигиру<»мяя (функция г"м определяется форму­
лой (1.37), толь..а выражение перед скобками приобретает 
здесь вид: % . •> -* - , d \ 
3. Численные примеры и анализ результатов 
I) Пусть V = 2, АС = 5 и 200. Рассмотрим 
пластину, толщина которой Н(*) задается формулой (I.2I). 
Используем при условии пластичности Треска формулы из п. I. 
Аналогичные формулы получены и в случае кривой текуче­




В этом случае в уравнении (1.2) Q = -I и /> =1. Полу­
чим также, что X -Уг -о и j(*) •= -г-
Так как при всех значениях координаты * должно быть h*\, 
получим после подробного анализа область определения решения 
задачи, изображенную на фиг. 4. 
Более подробно эта фигура будет рассмотрена позже. Отметим 
здесь только, что аналогичная область дана в работе f2j , 
где доказывается также, что оптимум получается на нижней 
границе области на дуге AB. Такой же результат вытекает и 
в данном случае. Поэтому значение параметра S, при 
, а именно: 
(3.1) 
оптимуме однозначно определяет параметр Ьг_ 





Вычисления были осуществлены на ЭВМ. Были вычислены значе­
ния функции i/c и Рц во всех точках (с данным шагом) и 
определены такие значения параметров и Ь~ , кото­
рые обеспечивают минимум функции 
В таблице I приведены результаты вычислений по форму­
лам п.1 для малых значений параметра упрочнения <*• ив таб­
лице 2 - при больших значениях параметра оС . При этом V =2, 
к. = 5, Чс -200 и толщина задается формулой (1.21) 
Таблица I 




b  {  />7 t  <  
0,2 -10,800 3,150 1,514 -11,50 0,568 0,667 
0,4 -10,850 2,257 1,201 -11,54 0,344 0,513 
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•,6 -10,875 1,810 1,052 -11,55 0,249 0,434 
M -10,900 1,525 0,959 -11,56 0,197 0,384 




в Условие пластичности 
Треска 
* FM 1.* Fm 4*-
I -10,925 1,322 0,890 -11,57 0,163 0,349 
2 -10,978 0,809 0,688 -11,58 0,089 0,256 
3 -11,000 0,590 0,584 -11,59 0,061 0,212 
4 -11,025 0,467 0,518 -11,59 0,047 0,185 
5 -11,025 0,387 0,471 -11,59 0,038 0,167 
Из таблицы 3 видно, как изменяются результаты, если изменя­
ется начальная нагрузка <\о . В этой таблице принято, что 





в Условие пластичности 
Треска 
% ь, FM 11*. % t* 
40 -10,78 0,101 0,779 100 -11,46 0,061 0,409 
80 -10,82 0,543 1,013 200 -11,55 0,289 0,469 
120 -10,85 1,024 1,072 300 -11,57 0,521 0,479 
160 -10,86 1,513 1,100 400 -11,58 0,754 0,483 
200 -10,87 2,004 1,116 500 -11,59 0,987 0,486 
Сравним полученные результаты (табл. 3) с результата««, 
вычисленными при условии Мизеса в работе f2j . Наиболее 
лучшее совпадение имеет место при условии пластичности Трес­
ка. 
В случае кривой текучести в виде ромба слишком усили­
вается влияние нагрузки, но распределения толщины при этом 
отличаются немного. Результаты вычисления видны в таблице 4. 
В случае условия toiaeca при минимуме функции Fn параметр 









В, = -10,975 *>! = -11,50 - -II,Я 
7.6434 ^ = 8.3007 - 8.8962 
X Распределения толщи­
ны 
0 4,940 4,983 5,000 
0,1 4,831 4,869 4,861 
0,2 4,513 4,536 4,537 
0,3 4,014 4,015 3,996 
0,4 3,379 3,366 3,319 
0,5 2,674 2,627 2,873 
0,6 1,979 1,919 1,866 
0,7 1,397 1,341 ХДВ0 
0,8 1,046 1,023 1,006 
0,9 1,065 1,114 1,173 
1.0 1,608 1,784 1,966 
Как видно из таблиц 1-3, распределение толщюш мм** 
(т.е. профиль) зависит как от параметра упрочнен** «< , 
так и от начальной нагрузки < 0̂ , но »та зависимое» да— 
льно слабая. 
На фиг. 5 изображены график* зависимости остаточного 
прогиба в центре ^ от параметра упрочнения »< . Верхняя 
кривая I соответствует условию текучести в виде ромба, ниж­
няя 2 - условию текучести Треска. 
Ка фиг. 4 изображены линии, вдоль которых остаточмм# 
прогиб в центре пластины имеет одно и то же значение 
(изобаты) при условии текучести Треска, если V = 2, к. = 5, 
<* = 0,5 и <j,o = 200. Отметим, что аналоги««ая фигура 
при условии текучести миаеса качественно совпадает с фиг,4. 
Однако фиг.6, соответствующая криво# текучести в веде ромба, 
сильно отличается от фиг. 4. На фиг.б имеем V * 2, /с =5, 
= 0,5, - 50. 
2) Пусть V =2, к =40,  400 и *  -  I .  
Расчеты для случая, когда толщина h l * )  - гладкая 






















К J t <-
кривая текучести 
Е виде ромба -10,82 7,460 1,1384 1,9024 
условие пластич­
ности Треска -11,52 8,327 0,2687 0,8331 
условие пластич­
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3) Рассмотрим теперь пластины кусочно-постоянной тол­
щины (фиг.2). Пусть V =1,5, к- = 5, - 200 и 
hn-hnn,л = 1.8. Вычисления были сделаны по формулам в 
п.2 (условие текучести Треска) и по аналогичным формулам 
при условии текучести в виде ромба. Как выяснилось, при 
оптимуме имеем всегда А, - hm iK. В таблице 6 приведены 
результаты вычислений, если изменяется параметр упрочнения 
, при этом V =1,5, к =5, у* = 200,. h, =1,8. 
Таблица 6 
сЛ 




> hL Ги i* Ff 1 t<. 
0,2 0,764 1,0794 4,090 1,396 0,76 1,090 4,638 1,549 
0,5 0,764 1,0794 2,553 1,036 0,76 1,090 2,913 1,131 
I 0,763 1,0820 1,645 0,821 0,76 1,090 1,912 0,898 
2 0,762 1,0846 0,987 0,629 0,75 1,114 1,165 0,692 
3 0,762 1,0846 0,714 0,532 0,75 1,114 0,848 0,587 
4 0,762 1,0846 0,562 0,471 0,75 1,114 0,670 0,520 
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В таблице 7, где V = 1,5 ;, < = 5, «< = 0,5, A# =1,8, по-
каэаш результаты вычислений в случае, когда меняется нача­
льная нагрузка . Как видно из таблиц 6 и 7, проектиру­
емые пластины получаются почти одинаковыми. Разница в ре­
зультатах конечного прогиба также довольно маленькая. 
Таблица 7 
% 










0,734 1,1496 0,2367 0,813 
0,754 1,1047 0,9661 0,976 
0,764 1,0794 2,5527 1,036 
0,767 1,0713 4,1295 1,054 
0,768 1,0686 5,7085 1,063 
0,738 1,1412 0,3722 0,951 
0,751 1,1119 1,2036 1,075 
0,759 1,0923 2,9134 1,131 
0,759 1,0923 4,6313 1,147 
0,760 1,0898 6,3514 1,155 
На фиг. 7 видна зависимость конечного прогиба Fm от пара­
метра упрочнения оС . Верхняя кривая (I) соответствует 




4) Задача была решена и для пластины, профель которой 
соответствует фиг. 8. 
При этом было использовано условие текучести Треска с неас-
социированным законом течения. Для толщины пластины были 
заданы как минимальная, так и максимальная границы. Резуль­
таты вычислений показали, что оптимальный проект (минимум 
конечного прогиба в центре - /> ) достигается в случае, 
когда величина параметра приближается к величине па­
раметра у, . 
Например, при V = 1,5, к = 5, = 200, 
h,* b*,,,* = 1,8 получим: &) = 0,2 , то >< = 0,766 , 
У*. = 0,767 (шаг по оси Ох был 0,001) , = 1,0727; 
в) при <>*• =2 имеем jy< = 0,758, jfc. = 0,759, /;^ =1,0936. 
Таким образом, можно сказать, что использование кусоч-
но-линейных условий пластичности оправдывается. Оптимальные 
проекты пластин получаются почти такие же, что и при условии 
Мизеса. При учете конечных прогибов следует дать явное пред­
почтение условию пластичности Треска с неассоциированным 
законом течения перед кривой текучести в виде ромба. При 
исследовании пластин кусочно-постоянной толщины кривые теку­
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Optimal design of dynamically loaded 
circular plates, considering the har­
dening of material and piece wise li­
near yield curves 
J. Kirs 
Summary 
Optimal design of simply supported circular plates ma­
de of isotropically hardening material is examined in this 
paper. The plate is under the monotonously decreasing nor­
mal pressure. The purpose is to determine such a'function of 
thickness for which the normal deformations in the centre of 
the plate, at the moment when the movement of the plate has 
stopped, were as small as possible. The problem is solved 
using two different yield curves - Tresca - criterion and 
rhomb - criterion. Both are approximate ones. In the i» 1 
the plates of continuously changing thickness are investi­
gated. In the § 2 the stepped plates are considered. In 
this case thickness of the plate is limited. 
Numerical results are presented. 
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МЕТОД дополнительна ЧАСТНИС РЕШЕНИЙ И ЕГО 
ПРИЕНЕНИЕ К РАСЧЕТУ СОСТАВНЫХ ОБОЛОЧЕК 
Г. Арясов, A. QWTKO, Е. Соколов 
Таллиннский политехнический институт 
Частный случай метода дополнительных частных решений 
был рассмотрен в работе авторов где исследовались осе-
симметричные деформации круговой цилиндрической оболочки, 
содержащей несколько участков различной жесткости. 
Рассмотрим более общую трактовку данного метода, 
предполагая, что форма срединной поверхности элементов сос­
тавной оболочки может иметь произвольный вид. Важно лишь, 
чтобы все частные решения, определяйте общие решения для 
каждого элемента оболочки, были известны. 
Предположим, что оболочка содержит N различных 
участков. Тогда однородное дифференциальное уравнение та­
кой оболчки может быть записано в виде 
N г п Л"-) 
^[{( х  - aii) - f f* -"i/l С' W °J ( I )  
rae^X'CLjxJw ^(X - O-ij - единичные функции, определяющие 
границы i -го участка оболочки; 
, )((х-а я)--0 • 
tlj UJ - дифференциальный оператор ft -го порядка с 
коэффициентами, представляющими собой гладкие функции, за­
висящий от формы срединной поверхности t -го участка обо­
лочки ; 
CL^ - абциссы точек сопряжения соседних участков оболочки. 
Уравнение (I) представляет собой формально записан ое объе­
динение однородных дифференциальных уравнений всех элемен­
тов рассматриваемой составной оболочки. 
Вместо уравнения (I) рассмотрим следующее вспомога­
тельное неоднородное дифференциальное уравнение: 
N N (  и . 
Т Ii* 'Q-i-i) - Ц(х (х) < 2) 
где с [X - производные (j -1) -го поргдкл 
от дельта-функции, 
Djj () - некоторые коэффициенты, способ определения 
которых будет указан ниже. 
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Будем разыскивать решение дифференциального уравнения 
(2) в такой форме: 
/V 
У W =П «,)]• f,W, (3) 
где у (*) = У] (К)~ общее решение однородного диф­
ференциального'уравнения, соответствующего < -му участку 
оболочки, 
Cj- произвольные постоянные, одинаковые для всех элемен­
тов оболочки. 
Следует также отметить, что при действии на i  -ые 
элементы какой-либо внешней нагрузки она должна быть учтена 
с помощью соответствующего частного решения и прибавлена к 
yt- (X) , входящему в формулу (3). 
Подставляя у<Х)в левую часть уравнения (2) , по­
лучим в ней два типа слагаемых: первые содержат единичные 
функции, а вторые - дельта-функции и их производные до 
( fl~l )-го порядка включительно. При этом, так как каж­
дая из функций fifi) есть общее решение дифференциального 
уравнения, соответствующего <* -му участку оболочки, то 
все коэффициенты при соответствующих единичных функциях 
дают в сумме нуль. 
Если теперь сравнить коэффициенты, стоящие при дель-
та-функции и её производных в левой и правой частях уравне­
ния (2), можно определить все коэффициенты D/.- (&•) вспомо­
гательного уравнения (2). ' 
Отсюда следует, что общее решение однородного дифферен­
циального уравнения (I) может быть определено по формуле 
yw-fw-y/w, | 4 '  
<?/ , 
где у (-V - частное решение неоднородного дифферен­
циального уравнения (2) с коэффициентами Dty (, 
найденными по указанному правилу. Как уже указывалось выше, 
при действии на оболочку внешней нагрузки вместо однород­
ного уравнения (I) следует рассмотреть соответствующее не­
однородное дифференциальное уравнение, и тогда функции у,(Х) 
должны содержать и частные решения, соответствующие нагруз­
ке* <Г 
Частное решение ^ (X) , входящее в формулу (4), мож­
но естественным образом назвать дополнительным частныу реше­
158 
нием. так как оно входит в функцию (4) из-за наличия в урав­
нении (2) дополнительной правой части по сравнению с урав­
нением (I). 
Дополнительное частное решение находится по формуле 
j/%) = £[<?(* -вц) - ? (•*-«()] W, 
(5) 
где ^ Д°полнительное частное решение, со­
ответствующее "элементу оболочки с номером $ . Составля­
ющие частного решения находятся по методу вариации 
произвольных постоянных [2, с.49, ф-ла (7)J и имеют вид 
-  " l ( v- i )  
Dulde) 





где J \А^ (х) I - определитель Вронского элемента оболочки с 
номером " t ", 
I V*/[i (Х) j - алгебраическое дополнение у -го элемента 
Vt -ой строки определителя Вронского. 
Коэффициент Dfi(Üe) идентичен Д,у (&ij » рассмотренному вы-
ле, при замене индекса I на £ и j  на i  . 
ji Как видно из формулы (5), каждое из частных решений 
^»ходит во все дополнительные частные решения (j^, 
соответствующие элементам оболочки с номерами А'£ . Поэтому 
дополнительное частное решение всегда учитывается в гранич­
ных условиях, соответствующих краю оболочки с координатой 
^ "°N * 
бедует также отметить, что дополнительное частное ре­
шение, соответствующее координате У-Q^ , по существу пред­
ставляет собой условия сопряжения оболочки в точке X . 
Таким образом, используя зависимости (3) и (5), можно 
всегда построить решения для составной оболочки произвольной 
формы. При этом, применяя данный метод, составную оболочку 
не нужно разбивать на отдельные однородные элементы и обес­
печивать выполнение кинематических и статических условий 
сопряжения соседних элементов. В результате получаем, что 
общее число алгебраических уравнений, которые используются 
для построения решения, не зависит от количества элементов, 
образующих составную оболочку, и всегда равняется порядку 
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исходных дифференциальных уравнений " А ". 
Обычные же методы расчета составных оболочек дают 
возможность свести задачу к решению системы алгебраических 
уравнений, число которых пропорцианальмо количеству элемен­
тов составной оболочки. По этой причине существующие методы 
расчета в процессе построения решения приводят к выполнению 
значительно большего числа вычислительных операций по срав­
нению с предложенным здесь методом дополнительных частных 
решений. Отсюда следует, что при использовании данного мето­
да повып&ется точность решения и резко сокращается трудоем­
кость процесса его построения. В этом состоит большое пре­
имущество метода по сравнению с другими методами, использу­
емыми для решения задач теории оболочек. 
Следует также отметить, что применение метода дополни­
тельных частных решений позволяет построить ряд новых эффек­
тивных численных схем решения задач рассматриваемого типа. 
В заключение укажем порядок выполнения расчетов по ме­
тоду дополнительных частных решений. 
I. Составляем дифференциальное уравнение (I), которое 
при наличии внешней нагрузки содержит также правую часть. 
ij(х) 2. Используя уравнение (I), записываем общее решение 
для рассматриваемой составной оболочки. 
3. По методу неопределенных коэффициентов вычисляем ве­
личины коэффициентов Гп 1" n ' O-i) вспомогатель­
ного дифференциального ур 
4. С помощью соотношения (5) строится дополнительное 
частное решение задачи. Для формирования дополнительного 
частного решения используется зависимость (6). 
5. С учетом граничных условий задачи составляется систе­
ма алгебраических уравнений для определения произвольных 
постоянных. 
6. Если оболочка не имеет отверстия в центре либо сим­
метрична по геометрии и нагрузке, число неизвестных произ­
вольных постоянных уменьшается в два раза. 
7. После определения произвольных постоянных по формуле 
(4) записывается общее решение исследуемой задачи. 
Естественно, что сформулированные правила остаются в си­
ле и при использовании метода для решения задач теории пла­
стин. 
Пример расчета 
В качестве примера расчета, иллюстрирующего возможности 
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метода дополнительных частных решений, определим прогиб 
круглой пластинки, состоящей из двух участков различной 
жесткости. 
Исходное дифференциальное уравнение такой пластинки 
можно привести к виду 
Г i [ <( (* - Я ,)- '((*-<)l± ̂ (t-aL)ß (at)-i) 
4^1 '"'Л ui- 3 
где - интенсивность нормального давления, действую­
щего на пластину, 
Dl и D, - цилиндрические жесткости, 
А/'сг ) - ( 0(1 vT + V. 
ö{ * - (  ы г г  г ^г/г,й<_ 
*") - коэффициент Пуассона. 
В соответствии с примечаниями к формуле (I) будет , урс-а^) = о„ 
Для нахождения решения дифференциального уравнения (7) можно 
воспользоваться методом последовательного интегрирования 
исходного дифференциального уравнения, рассмотренного в рабо­
те [i] . При этом нужно принять во внимание соотношения 
j j V f x - a , ;  < f ( x )  d x  - -  у ( х  - а г )  t f f a )  ;  (8) 
y^-a,) f(x)clx -- y(x-a<jf *cf(x)<*x ,  
которые, например, приведены в статье J^2, с. 47 ̂ . 
В формулах (8) предполагается, что функция <^(х) не­
прерывна на рассматриваемом промежутке вместе со всеми свои­
ми производными до требуемого в рассматриваемой задаче по­
рядка. 
Используя указанный метод, в результате последователь­
ного интегрирования уравнения (7) с учетом соотношений (8) 
получим следующее выражение для прогиба пластинки: 
- = и -
. [(?--•)о •• #V(»-  о)у > 
• + f(*-')% (< - Ф'- V - ̂  
Здесь учтено, что = fr и 
14-1 
(10) 
Кроме того,произвольная постоянная,входящая в выражение для 
прогиба в виде int для пластинки, не имеющей отверстия 
в центре, должна быть положена равной нулю. 
Воспользуемся теперь для построения решения методом 
дополнительных частных решений. 
Прежде всего заметим, «то из уравнения (7) можно полу­
чить решения Ц(х) • Поскольку пластинка содержит два уча­
стка, легко показать, что уШ имеет вид 
+  Ж* _ *?[г-£г)(<- - i ) Vi* 
Как уже говорилось выше, при формировании формулы (3) функ­
ция должна содержать не только решение соответствующей одно­
родной задачи, но и частные решения, учитывающие действие 
внешней нагрузки. В данном случае действие распределенного 
давления учитывается в формуле (II) членами, подчеркнутыми 
волнистой чертой. 
Как видно из соотношения (10), параметр В(&) содержит 
не только давление <j' , но и произвольные постоянные Си 
и -
Перейдем к нахождению дополнительного частного решения 
<^(_*). Для этого можно было бы воспользоваться формулой 
(б). Однако в данном случае его можно получить, подставив 
в левую часть уравнения (7) и сохранив после выпол­
нения дифференцирования слагаемые, содержащие дельта-функцию 
и её производные. Тогда получим 
i l  l i f t  c y / o v j L p  -  I  i S h - t A t S q l * ,  
oCti YtM ~CZYJJ VP* dJ 1 (12) 
8( x-l)U-±£)<&L , Я"(ч-а.) roC 
/l 4 7 / 1 '/ • 4̂, 
С учетом фильтрующего свойства первой производной от дельта-
-Функции . 
1 С< $ (-1- ) ~ 1$(X а) - 1 С>/г л) 
f Y ' 7 4 / ^ ' 
14^ 
уравнение (12) преобразуем к виду 
Последовательно интегрируя зависимость (13), после преобра­
зований будем иметь 
fJ*) -Ч*- &){ 4.'' DJÜr i1 + 4 Т-~ (14) 
- - 8 Lx J + -V & -
Подставляя полученное значение ^ в формулу (4), после 
преобразований получим выражение, совпадающее с формулой (9). 
Таким образом, оба метода нахождения прогиба пластинки 
дают один и тот же результат.Однако применение метода по­
следовательного интегрирования для оболочек сложной формы 
приводит к громоздким и вряд ли оправданным вычислениям, тог­
да как метод дополнительных частных решений позволяет по­
строить эффективный вычислительный алгоритм. 
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The method of additional part solutions and its appli­
cation to the calculation of composition shells 
G.Aryasov, A.Snitko, Ё.Sokolov 
Sunmary 
In the article generalization of the above-mentioned me­
thod is considered. The calculation of the round plate is 
given. 
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Л ВОПРОСУ ПЕРЕСТАВИМОС1А ОЩРАЦИл «иЛ^ЕРНОДРС-
ВАНИЯ И ВАРЫГОВАНИН И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ Ь ТЕОРИИ 
УСТОЙЧИВОСТИ ДВИЖЕНИЯ 
А.ХаОтин 
Таллиннский политехнический институт 
В книге ' 3J приводятся две точки зрения на перестав*/-
месть операций дифференцирования и варьирования (короче, 
операций d и S ). Выводится случай переставимос.и 
операций d и S , который является обобщением этих то­
чек зрения. Показывается, что всем этим случаям соответст­
вует разные по форме уравнения движения механической систе­
мы. 
Вопросы,касающиеся варьирования квазикоординат, а так­
же коммутативности операторов варыфования к дифференцирова­
ния, рассматривались в последнее время в статьях [5 - 7] . 
В предлагаемой статье переставкмость операций <А и 'S 
рассматривается в свяаи с её применением » теории устойчи­
вости движения. Полученные перестановочше соееноеения ис­
пользуются при выводе уравнений воадщеяюго движения меха­
нической системы. 
I. Рассмотрим механическую систему, положение которог 
определяется п. обобщенными координатами (jt , П>, j - \1/ш. / 
Пусть её движение ограничь аотся m стационарными неголо?-
ными связями, уравнения которчх имеют вид 
j j ß j  =  0 ,  1  =  4 + 1 , 0 = п - т ,  : ' - '  
где точка означает дийггг-«цирование по времени. По повтор) 
ющимся индексак предполагается суммирование. Если в очеред­
ном выражении, формуле и т.д. н^ указаны пределы изменения 
индексов, то они остаются теми, которыми ранее "чли опр<re-
лены. 
Для мехы.и f ской сиг-темы со связями ни; ?. (I. i \ -г-но? 
точки зрении (Вольтерр- , Гамеяь), перге-гли- зчность oi v. 
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d и S имеет место для всех обобщенных координат, т.е. 
d(äcjj) -b(dcjf) - 0 и*ш (Scjjy-dcjf = 0 . ( J  g )  . 
Согласно другой (Суслов, Леви-Чивита, Амальди), перестави-
мость операций d я $ принимается только для независимых, 
обобщенных координат 
( S f ) ' - S < f = 0 ;  « - 4 , 2 , . . . ,  i .  ( 1 . 3 )  
Проведенное в~[3] обобщение заключается в том, что переста-
вимость операций d и S принимается для какого-то промежу­
точного числа координат 
(ty ) Oy )••') 4+-£f Нб<пг . (1.3а) 
Все эти случаи переставимости операций d и S при­
водят к различным формам записи уравнений движения. Возника­
ет вопрос: какой из них целесообразно применить при выводе 
уравнений возмущенного движения механической системы? Здесь 
имеется в виду испдльэование в уравнениях возмущенного дви­
жения вариаций Scji, bijj и их производных в качестве возму­
щений координат, скоростей и т.д. 
Для ответа на поставленный вопрос вычислим разность 
(<$%)' - bV'i , где 
, (1.4) 
(1.5) 
- скорость i-ой точки механической системы, 
&h - базисный вектор Г соответствующий обобщенной скорости 
# ,11] . 
Имеем 
(&21У- а°., (1.6) 
где учтено, что 
Л~1лг = 0> ( Ь 7 )  Ц  d ( f  к  =  4 , 2 , . . . , г ъ  .  
Теперь из (1.6) с учетом (1.2) получим 
в^У-Щ=0. :  ц. 8 , 
Если же в (1;6) подставить (1.3) или (1.3а), принимая во 
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внимание (I.I), то 
(.$%)"-Щ i= С < (1.9) 
Пусть возмущенное движение механической системы мало 
отличается от невозмущенного. Рассмотрим соответствующие 
траекторий I-ой точки. 
Il 
Фиг. I 
На фиг. I имеем [1 , L - траектории I-ой точки соответ­
ственно в возмущенном и невозмущенном движении системы; 1'0 , 
ь0 - положения о-ой точки на этих траекториях в момент 
i0 , Ь' , I - её положения в момент t0 + dt • Из фиг. I 
ВИДНО, ЧТО oT-CQ + d€'i = dAŽf. + , или 
- М ь  = }*Ъ± - (T^ÖJ или §(М-)= где 
£(d%) ~ dT 'i - dti и cLfS^) = . Поделив 
полученное выражение на dt, будем иметь (УС) = , сов­
падающее с (1.8). Соотношение (1.8) является не только необ­
ходимым условием для переставимости вида (1.2), но и доста­
точным. Действительно, подставив (1.6) в (1.8), умножив 
скалярно на и проссумировав по всем точкам механической 
системы, получим 
[(S ff- efrj Т. г =% (L = 'V; ... Л- (ЫО) 
где (j? = метрический тензор системы. 
Из 11 ь,, f / 0 следует справедливость (1.2). 
Таким образом, дальнейшие рыкладки будут основываться 
на переставимости операций ci и ^ по .(1.2), а не (1.3) 
или (I.C а),природгщие к (1.9). 
Аналогично (1.8) можно полупить ещё выражение 
1'1Ь 
täi -ЙT J - O .  (I.II) 
Соотношения (1.8) и (I.II) использованы в [4] . 
2. В статье [4] для вывода уравнений возмущенного дви­
жения (УВД) применён метод уравнения возможной мощности 
(УВМ), в основании которого лежит выбор независимых парамет­
ров скоростей (среди них могут быть как обобщенные, так и 
квазискорости). Оказывается, что такой подход дает некоторые 
преимущества не только в выводе уравнений движения механи­
ческих систем, движение которых может быть ограничено как 
голономными,так и негэлономннми связями [IJ , но и в иссле­
довании устойчивости движения этих же систем. В данной ста­
тье дается вывод перестановочных соотношений и условий на 
возмущения (вариаций) с целью их учета в УВД, полученных в 
статье Г4 ] . Тогда эти уравнения можно применять к механи­
ческим системам с неголономнмми связями, уравнения которых 
линсйии относительно скоростей (их применимость к системам с 
голономннми спрэями при этом остястся). 
Пусть скорость 1-ой точки [IJ неголономной системы 
tF = * = , (2.1) 
гte У* - независимые параметры скорости, среди которых 
могут быть как обобщенные, так и квазиежорости, CL^ -соот­
ветствующие им базисные векторы. В случае уравнений (I.I) 
преобразование,связывающее независимые параметры скорости с 
обобщенными, представим в виде 
V-f1 = Bj ̂  . (2.2) 
В (2.2), кроме V**, введены ещё , которые в конечном 
итоге приравнивающей к нулю, т.е. 
1A V= 0 , (2.3) 
при этом из (2.2) получаются уравнения связей (I.I). 
Полагая 
| öj М 0 , (2.4) 
из (2.2) получим обратное преобразование 




=  (2.6) 
где õg - символ Кронекера. 
Отметим, что в методе УВМ первичным, как правило, явля­
ется выбор независимых параметров скоростей пУ* . 
Упростим матрицы коэффициентов Bf и Ai • 
В (I.I) можно положить ° 
=  « i H  ( 2 . 7 )  
так как т обобцемых скоростей пг выражаются через неза­
висимые скороетж cjf в виде 
фг=-В^Л, — (2.8) 
Из (2.5) с учетом (2.3) инеем 
• i X= Ayir v, у = ̂2,... г4. (2.9) 
Скорости и Vv можно выбрать так, что 
, А (2.10) и; |* о, 
поэтому, разрешив (2.9) относительно -v-v , получим 
> ' (2.II) ' 
- £ . (2.12) 
Сравнив (2.2) и (2.II), имеем 
£ 
Аналогично сравнение (2.9) и (2.5) дает 
К ' О -
Подставив с^- из (2.9) в (2.8) и сравнив с (2.5), найдем, 
В г= о . (2.13) 
Aj= 0 - (2.14) 
что 
'X 
Умножив (2.15) на J3* и учтя (2.12), получим 
Л ® = - В'''А у , (2.15) 
В ^ - А " Х .  <2-16' 
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Коэффициенты можно определить из (2.6), рассмот­
рев уравнения для и учтя при этом (2.7) и (2.14), тогда 
получим 
А 0" -
А г ~ д 1 • (2.17) 
Дальнейшие упрощения матриц В? и А^ получаются, 
если рассматривать частные случаи механических систем. Так, 
для наиболее распространенных систем Чаплыгина коэффициен­
ты Bp, и A4, не зависят от обобщенных координат ^ 
г = 4 + 1 
"• А1~АЧ'>- - 12.18) 
Кроме того, может оказаться, что часть из выбранных независи­
мых параметров скоростей - обобщенные скорости, тогда 
^ d у (2.19) 
в (2.2) и (2.5) имеем 
в;= л; - а;. «.» 
Остальные' скорости подчиняются преобразованию 
<pu,=A"l"c, it,& * (2.21) 
и обратному 
(2.22) 




<=<<<)- . (2.25) 
Ограничения (2.24) и (2.25) взяты из следующих сообра­
жений. Пусть координаты являются для данной механичес­
кой системы позиционными координатами. Тогда выберем их 
производные в качестве части независимых параметров скорос­
тей (2.19). Остальные координаты ^ - циклические. Так 
как при стационарном движении системы позиционные скорости 
1*9 
равны нулю, а циклические -постоянны [2] , то из (2.21) и 
(2.22) следует, что в этом движении 
A"=c&Mt и, Bl^corbii. (2.26) 
Допустим, что A"=A"(cf) и В£.=3^(Д Л = 1,2,>..} 4; 
тогда, учтя (2.2С) и что о , получим 
< = =0' cl = * + 1y . . , 4  ,  
где а^ФО, поэтому (ä/l откуда следует (2.24). 
Аналогично можно показать справедливость (2.25). 




<=-В еХ • 
В качеств примера рассмотрим 
тальной шереховатой плоскости (фиг. 
Фиг. 2 
Здесь ßx^yf 24 - поступательно движущиеся оси координат; 
3xz совпадает с плоскоетьг диске, у - угломя скорость 
диска р . Ох] 2,', - нспоггиян!"1 оси, параллельные 
Уt (но фиг. 2 i;< гокг:г<«л-Л. О' у wev-mr г.коросп» 
,v' - V, а/ г * j,J = "У » •• 7,4. ('.глярксим-я- п*рпм» тр-$ 
1Г.'| 
. (2.28) 
каyf кие диска по горизон-
2). 
скорости VŽ=<U2, 1гэ= tij, где u>^ , 0)5. , gü3 — 
составлятацие вектора угловой скорости диска. А - точка диска^ 
Щ- 0 • Преобразование скоростей имеет вид 
И.-гН. 
1/^ =• £^2 + ф3 ^' 
1Г2= of ах , 
V s  
Cf-ж. 
<^ = V*/C04 
где = 0 . Уравнения связей = tfc&i •f, lip liru if 
фг-Цг4т-с^= О, или ^ -icfcoitf = О, 
откуда - j* -bcj* аoi <£3, trÄ = гу24i*v ep". 
Матрицы преобразования скоростей имеют вид 
/ 1 0  О О О  
\ j =  
1 0 О 0 °\ 
О 1 й D 
0 О 1/C0i(£ 0 ö 
0 гону3 -ibjcjfcoiif \ 0 
0 -ibjji'uuf 0 4 
в^ 
'Т 
'' о о О 1 
0 О CÖI^ о о 
О -icõitjf 0 1 о 
0 -ыих^ 0 0 1 / 
3. Hp основании (2.8) имеем 
Ш)'=-
№&+Ц?Н\ 
Ч ' - { % Ч Х + З 3 ? н * ) ,  
(3.1) 
(3.2) 
где примято во внимание (2.18). 
(лотношения (1.2) при j = «. дают (1.3), а при j = b -
Cbcfi- Цг- 0 . (3.3) 
П1агтг:рг и (3.2) в (3.3), учтя (1.3), получим 
у слот и- дли кинематически нрэввисимых вариаций 
Ъ ч X V 
Ллв! эв г  гП| rjh \ \ 1 
— - -~"r I q*d(JX = 0 . 
J..f rXf/y ' 7/ (3.4) 
Следует отметить, что при выводе уравнений движения 
механической системы условия (3.4) не учитываются. При выво­
де же УВД их необходимо учитывать, так как являются 
возмущениями, входящими в эти уравнения. 
4. Перейдем теперь в (1.2) к независимым параметрам 
скорости V-v . Из (2.9) имеем 
53Л = А^5С% • (4.D 
где d3Tv - возмущения квазикоординат. 
Варьируя (2.9) и дифференцируя (4.1) с учетом (2.18), соот­
ветственно получим х 
t (4.2) 
dcfA^^' (4.3) 
Подставив (4.2) и (4.3) в (1.2) и умножив на , будем 
иметь перестановочные соотношения в квазикоординатах 
iD? 
dx 1)'- S-тЛ? = 5-5 А у Ад ,  (4.4) 
Теперь, для того чтобы можно было применить (4.5) статьи[4J 
к неголономным системам, необходимо учесть соотношение 
(4.6) 
которое получено из (3.3) с учетом (2.8), (2.9) и (2.15), 
или условие (3.4), имеющее в квазикоординатах вид 
dB1 
-AA*AX v(vfifa v-^Xfi)=0, (4.6) 
% 
где принято во внимание (2.9) и (4.1). 
Формулы (4.4), (4.5) и (4.6) между собой связаны. Если, на­
пример, (4.4) умножить на А^ и учесть (2.15), (2.16) и 
(4.6), то получим (4.5). 
Цусть преобразование скоростей теперь таково, что име­
ют место (2.19)-(2.25). В этом случае (4.4) и (4.6) принима­
ют вид 
(джа)'~ о или (Zfy-Ц^О, (4.7) 
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! С 
iSxc)' - $vü = —^ 
э?л , (-1.6) 
*» ^ 1 -И<М>0, (4-9) 
Если учесть (4.7) в (4.5) статьи Г4] , то получим 
'V'W = 0) (4.10) 
где y"ß = <fX (Г к  - (л«-Д £лА - контравариантный метри­
ческий тензор, Цд.х - символ Нристоффеля. Соотношение ана­
логичное (4.8) следует ив формулы (4.5) статьи [4] в виде 
(<fec)' - SVC = V^SjCa) . (4 Л1) 
Однако здесь необходимо учесть «це (4.9) или 
<ЭД ̂  
(4.12) 
.Л.  ^ 
вытекающее из (4.5). ' 
5. Соотношение (I.II) дает переставимость операций d, 
и <? для 
f y j - 0 t f y  =  Õ ,  j  =  i 2 f „ . , n .  ( 6 . 1 )  
Перейдем в (5.1) к независимым параметрам скорости. Из пре­
образования (2.9) имеем 
f = A ;^+$-f r x ,  •  
" у  
dtf=A*Jvx + <rxS +̂ A + 
> > 
a'/if 






+- +- + 
1/"̂  cjfi Sav, (5.3) 
Э а£Ъ(^> 
где индексы принимают значения от I до 4 . 
Подставив (5.2) и (5.3) в (5.1), умножив на В*, получим 
hv-"- (Sv v)' = 0, (5.4) 
где принято во внимание (1.2). 
6. Использование (5*4) дает возможность упростить УВД 
в статье [4] . Действительно, если подставить (4.5) к её 
производную по времени в (3.1) (оба номера из статьи [4J ) 
и учесть (5.4), то получим 
frß3**)" +2 Cp,v 
+ ^ ] ^ } . Ä V )  , 6 - n  
где необходимо принять »о внимание (4.5) или (4.6); все 
индексы изменяется в пределах от I до 4 . Когда же рас­
сматриваются системы, в которых имеет место соотношения 
(4.7) или (4.10) и (4.II), те вмеетб (6.1) следует использо­
вать следующие уравнения: 
+(I?* * М Г«п"vvs]} = 
= ̂ C>Qy , (6.2) 
Ойе:"-/ + ̂ u"£2f^,tvP(£x")'+- SJ^ +-
+((г -г. , dfci7.v-^.J , t -v l̂ cJTa,+  ̂ ~ ~дхЧ~;  ̂ JJ 
= ̂aiJrTQv.. (f-.з) 
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В (6.2) и (6.3) индексы принимают следующие значения: 
а -1,2,..., <£ ; uj} с = х+ I,..., 4 ; остальные - от 
I до 4 . 
Отметим, что возмущения квазикоординат в статье [43 обо­
значались просто зс] , здесь же их обозначение <%г'. 
В задаче качения диска по горизонтальной плоскости на 
основе уравнений (6.2) и (6.3) получаются УВД, которые для 
случая стационарного движения будут дифференциальным! уравне­
ниями второго порядка с постоянными коэффициентами. Решение 
характеристического уравнения дает шесть корней, из которых 
четыре - нулевые. Вывод об устойчивости двумерного много­
образия стационарных движений диска в границах области, опре­
деляемой ненулевыми корнями, совпадает с тем, который дан в[3] 
Трактовка нулевых корней имеет здесь некоторое отличиь. Пусть 
к - число нулевых корней, а т -размерность многообразия 
стационарных движений системы. Тогда согласно теории в [3] 
случай,когда Ът, следует рассматривать как критический. 
В книге 03J оперируют с УВД,являющимися линейными уравнения­
ми первого приближения. Здесь же получили УВД линейные по 
своей структуре. Поэтому при к>т нулевые корни, не являясь 
признаком критичности, позволяют определить устойчивость 
всех координат и скоростей. Так,в упомянутой выше задаче 
обнаруживается, что в области устойчивости стационарных 
движений диска возмущения сйс2 и будут со временем 
возрастать. 
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About commutation -of differentiation and variation 




The paper deals with the commutation of differentiation 
and variation operation in connection with its application 
in the motion stability theory. The confutation formulas 
which are used to derive the mechanical system perturbed mo­
tion equations have been obtained. 
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АЛГОРИТМ ЧИСЛЕННОГО ОБРАЩЕНИЯ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛАПЛА­
СА В ЗАДАЧАХ НЕСТАЦИОНАРНОЙ ВЯЗКОУПРУГОСГИ 
Г.Арясов, А.&штко'; В.Улитин 
Таллиннский политехнический институт 
Преобразование Лапласа часто используется при решении 
широкого класса задач стационарной и нестационарной вязкоуп-
ругости [I, 2, з]. Применение преобразования Лапласа суще­
ственно упрощает решение этих задач предав всего потому, 
что позволяет свести операторные соотношения наследственной 
теории упругости к простым алгебраическим соотношениям. Для 
этого достаточно иметь изображения по Лапласу ядер релакса­
ции и ползучести. С помощью обращения преобразования Лапла­
са могут быть найдены спектры ядер ползучести и релаксации 
[2 ]. Кроме того, преобразование Лапласа может быть исполь­
зовано при определении параметров ядер ползучести и релакса­
ции [3 ]. Для решения задачи наследственной упругости нужно 
решить соответствующую задачу упругости, заменить в изобра­
жениях упругие константы на изображения операторов, а затем 
перейти от изображений к оригиналам. Наибольшую трудность в 
решении задачи вызывает операция обращения преобразования 
Лапласа. Объясняется это тем, что эта задача относится к 
классу некорректных задач [4] , а известные алгоритмы её ре­
шения в целом ряде случаев неустойчивы^]. Для получения 
достаточно точного результата при решении технических задач 
может быть использован алгоритм численного выполнения преоб­
разования Лапласа, основанный на методах математического 
программирования[б]. Целью настоящей работы является рас­
пространение указанного алгоритма на решение задач вязко-
упругости. 
Рассмотрим общие черты такого алгоритма, считая, что 
задача в целом решается численно. Поскольку в целом ряде 
случаев возникает необходимость численного выполнения прямо­
го преобразования и алгоритм для выполнения этой операции 
такой же, как и для выполнения обращения, будем рассматри­
вать эти две операции одновременно. Пусть в некоторой узло­
вой точке тела fp требуется выполнить одну из указанных 
операций для некоторой функции iL (fpT). Б обоих случаях 
искомая функция U аппроксимируется в данной точке tP не­
которой функцией ... 3 <Si, 'Т), содержащей Н параметров 
{oCyj и имеющей известное изображение оСн s)- При 
выполнении прямого преобразования будем считать, что извес-
1У/ 
тен ряд значений искомой функции Щ /п^ 
а при выполнении обращения - что«известен ряд значений изоб­
ражения этой функции Д- = J3(St)} *г5). Естествен­
но, что >t . Введем некоторую метрику 
<р для оценки отклонения аппроксимирующей функции от иско­
мой и найдем значения параметров сСу из условия минимума 
<5* . При выполнении прямого преобразования и обращения 
эти условия будут иметь вид 
«<ft f l f (л, ,  -гу, {U i j l ,  (I) 
"V 
^ " з ̂  > 5<Х (U-j] а (2) 
Определив из этих условий {oQj , мы находим функции 
|и и решаем таким образом в первом случае задачу 
преобразования, а во втором случае - задачу обращения. В 
обоих случаях задача сводится к задаче математического про­
граммирования по определению глобального минимума функцио­
нала f . Необходимость определения именно глобального ми­
нимума диктуется тем, что в пространстве преобразований воз­
можно существование близких кривых, которым отвечают сущест­
венно различные оригиналы. Успех решения задачи в значитель­
ной степени определяется удачным выбором аппроксимирующей 
функции, метрики f и набора значений {7^ j или {S^j • 
Так, аппроксимирующие функции должны при минимальном количе­
стве параметров достаточно точно отражать все особенности 
искомой функции. 
Основные и принципиальные отличия предлагаемого алго­
ритма от традиционных [4 , 5^J состоят в следующем: 
1. Аппроксимирующие функции в общем случае представля­
ют собой некоторые нелинейные выражения, что по­
зволяет описать достаточно сложные зависимости при 
минимальном количестве параметров. Это играет ре­
шающую роль, в частности, при описании ядер ползу­
чести и релаксации. 
2. Количество искомых параметров ft не связано жестко 
с количеством узловых точек tn , что позволяет 
повышать точность решения увеличением количества 
узлов. 
3. В вышеуказанном алгоритме не используется часто 
встречающееся в других случаях требование, чтобы 
аппроксимирующие кривые проходили через точки с 
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координатами (Т; j ) или ( St- t Öt- ). Посколь­
ку при численном решении задачи величины CLj 
или Цг определяются с некоторой ошибкой, указан­
ное требование приводит к увеличению ошибок при 
определении параметров . 
4. При выполнении обращения анализа зависимости 
позволяет выделить области значений S , при кото­
рых влияние одних параметров преобладает, а влия­
нием других можно пренебречь. Это позволяет решать 
задачу поэтапно и существенно снижает объем вычис­
лений. 
Метрику можно выбирать в зависимости от особенно­
стей решаемой задачи. Во многих случаях наиболее естествен­
ной метрикой является сумма квадратов отклонений 
S = £ [ - Ö;] , (3) 
<•»/ 
(Здесь и далее для краткости будем приводить зависи­
мости для случая выполнения обращения). 
Поскольку функция U(s)во многих случаях в заданном 
диапазоне изменения S изменяется на несколько порядков, 
для выравнивания величины отклонений в зоне её малых и боль­
ших значений необходимо в качестве метрики использовать сум­
му квадратов относительных отклонений 
s-isW-rf. 
При программировании зависимости (4) естественно долж­
на быть предусмотрена защита от деления на нуль. 
В задачах вязкоупругости достаточно общие выражения 
аппроксимирующих функций можно представить в виде 
+(т)--£1а,-?1Ц,т)е'Сг J (5) 
<е) 
где - некоторые функции с изображением . Эти вы­
ражения содержат 311 с  неизвестных параметров. Из них могут 
быть получены честные выражения, отвечающие условиям той 
или иной задачи. 
При выполнении преобразования Лапласа для ядер полву-
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чести и релаксации аппроксимация с помощью выражений (Б) и 
(6) позволяет получить известные зависимости [2] 
K' l i K l -exp(ß i J  г) ,  
— Л' V. 
К ^ ' (8) 
Для поиска минимума любого из выражений 
(I)—(4) могут быть использованы известные алгоритмы поис­
ка глобального минимума. Одним из достаточно простых и эко­
номичных является алгоритм с переменным шагом сетки в прост­
ранстве параметров [б J. Е этом случае в результате анализа 
зависимости назначается некоторое количество узлов 
на которое разбивается область изменения каждого из парамет­
ров (обычно ке -ZO 3О). После того, как на такой сетке 
найдена точка, отвечающая минимуму величины f , вокруг 
неё образуется *t - мерный куб добавлением узлов во 
все стороны ( - Z •г3 ). Стороны полученного куба, в 
свою очередь, разбиваются на k0 узлов, v. поиск повторяется. 
Процесс продолжается до тех пор, пока не будет достигнута 
требуемая точность. Количество таких шагов до достижения 
требуемой точности может быть найдено из выражения 
k*- ln h. [ tn it) , 191 
гче k? - количество узлов, на которое нужно было бы раз-
блть область изменения каждого параметра для достижения тре­
буемой точности (обычно - /С 5 ). При таком алгоритме, 
как правило, /4а -г • 
Однако, как бы экономично не был построен алгоритм, по­
иск минимума в пространстве параметров требует выполнения 
большого количества операций и, следовательно, связан с зат­
ратами большого количества машинного времени. Поэтому всегда 
необходим анализ зависимости 5-~($) в целях возможного 
упрощения решения задачи. В частности, если в выражениях 
(5) и (С) известны величины 6у и С j , то они становят­
ся линейными функциями относительно параметров Clj , и зада­
ча может быть сведена к решению системы линейных уравнений. 
Изображение искомой Функции в этом случае можно представить 
н 
в вице 
/ 1  ' (10) 
1DO 
где gty = Q (S( +Cj) , 
Сожители при коэффициентах CLj в выражении (10) об­
разуют матрицу с размерами , поскольку 
*nj /-• G--[jfy] . 
Будем использовать метрику (4) и найдем значения коэф­
фициентов Oy из условия стационарности функции iSv 
?=» а/"']U Ьь~-°, 
*п п т f 
( I I )  
^ ^ ̂<4 а/ ^ Ц' fi'A j 
Выражение (II) представляет собой систему линейных 
алгебраических уравнений относительно параметров , ко­
торую можно представить в матричной форме 
W-Л-ß. (Ю 
В этом выражении Л - вектор - столбец искомых 
коэффициентов, & - вектор правых частей, a W -матрица 
с размерами -П х И 
A ' f a f ,  w - Z t -  Ъ .  
(13) 
Матрица JE- имеет одинаковую разномерность с матри­
цей ß 
z - f u , ( н )  
Тогда, обозначив через £" едоничннй вектор-столбец 
размером , получим 
в-г'Ч. 
В качестве простейшего примера рассмотрим задачу о вда­
вливании жесткого круглого штампа с радиусом Ь в полу-
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U/ - перемещение, Р0 
£", V - упругие константы материала. 
Если сила давления изменяется по закону P ' f ^  
то решение задачи наследственной теории упругости может 
быть представлено в операторной форме [l, 2] 
иГМ - irr «')<?(*), 
(17) 
где - операторный коэффициент Пуассона, К - опера­
тор ползучести 
К*ip(T) -J к (Т-Т с) (f(T0) ci r c  
Как показано в работе [i] , операторный коэффициент Пу­
ассона можно найти из условия неизменности модуля объемного 
сжатия. Используя это условие, получим 
(*-#). 
С учетом зависимости (18) разложение выраженияч)*5) 
( /-#•/<* ) в ряд по степеням позволяет представить 
формулу (17) в виде 
f(V= WV' !I9> 
Kl = Д "A* (20) 
г Д е  о  -  3 D  _  ( i - z ~ i ) z  
A "  J  A "  4 T i %  •  
Для простоты предположим, что полупространство пред­
ставляет собой тело Фойхта с ядром ползучести 
к (т; = а £> е 
Vi 
Л Z1 ' (21) 
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Q - (г  -1 
А 
где £ - мгновенный, а /Г^ - длительный модули упруго-
~, может 
"Л r 
сти. Коэффициент затухания процесса ползучести 
быть выражен через время ползучести [?] 
Первоначально рассмотрим случай, когда при Т-О приклады­
вается постоянная сила Р0 . Тогда 





В этом случае решение (19) легко записывается в ана­
литическом виде. Введя безразмерное время -Ь-^/т , получим 
K\i-e ,u-e^) ,  Л 
K - t ' f y t i - z e * *  e ' £ i ) ,  
-л -г * 
(22) 
...  
Для определённости положим =£ , что соответст-
/4^ /2- • В этих предположениях построена за-вует случаю 
висимость (19), а также аналогичная зависимость без учета 
изменения коэффициента Пуассона, то есть при/(f = К* (фиг. I). 
Сравнение их показывает, что у*ает изменения коэффициента 
Пуассона снижает величину максимальной•осадки штампа при­







Теперь предположим, что нагружение проиеводатся по-
линейному закону при 14 tH , а затем сила при ии мни по­
стоянное значение Р0 . При этом 
т  -- ff" - * •  [1 > t . 
Аналитическое решение задачи в этом случае получи* 
без учета изменения коэффициента Пуассана, половив в (19) 
к - Г  
I-  е  , о -6 +L+ (as) 
•0 --
+ £ Т- f 
Тн 
/ - "th-t , , 
г- 1, е е , . 
Результаты расчета по этим зависимостям (фиг. 2) пока­
зывают, что осадка штампа растет медленнее, чем в предыдущем 
случае, но при t-tH величина осадки больше упругой составля­














V 1 о г, 0 4 о \ О t 
Фиг. 2 
1Ö4-
Теперь получим решение той же задачи численно, исполь­
зуя преобразование Лапласа. Выражение (19) в изображениях 
можно представить в виде [i, 8 j 
( f ä j *  £ ( $ ' ¥ ' Я , - < Р >  ,  <24> 
где —. , 5 \ - 2  
( p - ( i - e  ) s  >  
(25) 
I/ - Д . в 
S(W) " ^(S -2/ S(S^J(^KS+3) *"^26) 5(5 
Если не учитывать изменения коэффициента Пуассона, то 
V к ttšW™ . с" 
Зависимость (19) будем аппроксимировать экспоненци-
ально-степеиным выражением вида 
z - ( 2 - a t t - a J * ) e C *  ( 2 8 )  
Это выражение удовлетворяет начальным условиям 
и условию на бесконечности оо)=3 . В пространстве изо­
бражений получим 
Г/о - 1- г а, „ га, es» 
S S-Cp (s»cA)2 (w^7. 
Поскольку два первых слагаемых в (29) представляют со­
бой известные функции, вычтем их из (24) и (29) и введем 
обозначения 
V / s b  — +  ,g g i  - 27с). 2 , г_ 
(S ^' s Т7^, (зо) 
U(s) = -TM" "г ~ . 
Теперь можно рассматривать сумму квадратов относитель­
ных отклонений функции V(S) от функции Ufö). При этих 
рассуждениях будем считать, что Сд = i . Тогда все разли­
чия между кривыми будут определяться величиной коэффициен­
тов (XL и , а для их определения можно использовать 
уравнения (12). Функции в этом случае будут 
1Ь5 
(si+cn)r > (s<+ ел)5 . 
Для решения задачи возьмем систему узловых значений 
параметра преобразования {5<]= (0.01; 0.1; 0.5; 1.0; 10.0). 
Таким образом, в нашем случае #?= 5, tl = 2. Составив и 
решив систему уравнений (12), получим следующие значения 
коэффициентов: 
при {„=0.5 = 1.3528 az= -0.5009, 
при tH = 1.0 Ctt =-1.2568 О, = 0.4894, 
при iu = 2.0 =-1.9223 -0,2845. 
Таблица I 
У / Точные Численный # tH Г решения метод Расхождение % 
0,5 0,5 I,2130 1,1213 7,5 
1,0 I,5226 1,5776 3,6 
1,5 1,7100 1,-7551 2f6 
2,0 1,8244 1,8299 3,0 
2,5 1,8940 1,8560 2,0 
3,0 1,9350 1,8800 2,9 
1,0 0,5 0,6065 0,5809 4,3 
1,0 I,3779 1,2786 7,6 
1,5 1,6160 1,6542 2,4 
2,0 I,7670 1,7389 1,6 
2,5 1,8312 1,8285 0,2 
• 3,0 1,9140 1,9300 0,8 
2,0 0,5 0,3032 0,2872 5,3 
1,0 0,6840 0,6616 3,3 
1,5 1,1112 0,0533 5,8 
2,0 I,5680 I,5633 0,3 
2,5 1,7378 1,6869 3,0 
3,0 1,8410 1,7540 5,0 
Сопоставление результатов расчетов с помощью точного 
решения и зависимости (28) (табл. I) показывает, что числен­
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Algorithm of the numerical treatment of Laplace's tranfor-
mation in the problems of unstationary sticky elasticity 
G. Aryasov, A. Snitko, V. Ulitin 
Summary 
In the article the numerical treatment of Laplace's 
tranformation to the calculation of and unstationary prob­
lems of sticky elasticity is considered. The algorithm is 
founded on the methods of the mathematical programming, the 
results of the analytical solution being compared. 
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НЕКОТОРЫЕ ОБОБЩЕНИЯ УРАВНЕНИЙ 
МАЖЕРОНА—ДЕЛЕАНУ 
Х.Рельвик 
Таллиннский политехнический институт 
На основании монографии [2] в данной работе уравнения 
движения п -го порядка для механических систем в форме 
Манжерона—Делеану [I] обобщаются на неголономнне координаты. 
Выведено несколько вариантов обобщенных уравнений, содержа­
щих производные по времени от кинетической энергии, энергии 
ускорения и их аналогов. 
I. Вывод уравнений Манжерона—Делеану в неголономных 
Уравнения движения для механической системы с 4 степе­
нью свободы можно записать в следующем виде [2] : 
где т; , <Л\ - масса и вектор ускорения i-той материаль­
ной точки, Qj - обобщенные силы, Ду - базисные векторы 
[2] в t - той точке. В уравнениях (I) и далее знак Z 
обозначает суммирование по I от I до N. Пусть координа­
ты являются неголономными, т.е. параметры скорости Vj 
не являются производными обобщенных координат (V- £ <^j ). 
Из выражения для кинетической энергии 
обозначает суммирование от 1 до -j ), находим иь -ую про­
изводную по времени 
координатах 
Zrn L& L-CLij = Qj, (j=-1,2,. . . , 4; ( I )  
T• jZmiVL-vL , 
где -t^ = (здесь и далее повторяющийся индекс 
Т  =  £  m L i / t - ,  Т + T .m{&l-dii, 
(п.) сы <n— 




_ in.) (tl—I) 
Здесь к не зависит от Vj и Vj . Из (2) вычис­
ляем следующую производную: 
(п)  '  
дТ _ г- ^ . duik N г-
+nLmial-cLij 
dV; aV: 
J J Ы-'З^, 
откуда с учетом (I) получим уравнения 
с«.; ^ 
•та ^=n,Q- , u' 5  
Эгк ' j 
где 3tj - неголономные координаты, т.е. зг,- = . 
Здесь учтено, что [2] J 
5^ir _ ЭЗц 
dü j  J  
Как и в работе [2J, предположим, что частная производная по 
координате от базисного вектора выражается следующим образом: 
ig«. aaij ,а 
ал,- - эя ь  +  ?> "' 
где у1 - коэффициенты неголономноети . Тогда (3) принима­
ет вид 
СИ.) 
jrr • Vr (4) 
-5^ -<»•«£-a,j - J~r<< k* k  = nQ.. 
dVj ^ J  
Для второго члена левой части (4) имеем 
так как 
=  £ т ^ - 4 ;  + •  





_ JQL fj V - Q. 
ы Ijk к Wj (5) 
( f t -12 , . . . ) .  
Уравнения (5) являются уравнениями Манжерона—Делеану [lj в 
неголономных координатах. Аналогично работе [3] уравнения 









При помощи функции Ценова [5] 
, Гад 1 j ' (»--1,2,..л, 
где Т0 - кинетическая энергия при фиксированных скоростях 
Л. , уравнению (5) можно придать вид 
vi . _ f) 
^ 8<4 Tjk к ~ Qj 
2. Уравнения, содержащие производные по времени о? 
энергии ускорения и других аналогов кинетической 
энергии 
В работе [4] введены в рассмотрение функции 
, , (I) СП) 
V l ' "  = +ZmЛ-Щ. -
Пользуясь этими функциями, можно составить бесконечно боль­
шое множество уравнений движения высшего порядка для механи­
ческих систем. Часть уравнений из этого множества приведены 















У- = V jWi j  ,  % = Лг = < ̂ / , Я -«Mfr. 
аметры считаются фиксированными). Уравнениям (6) можно 
п-ъ 
. _ dfžW , _ 
( п  + 2) «I  4  —  ( 1 + 2 . )  ? n )  
dV°'° 
(7) 
*4 «, V 






Можно получить уравнения, не содержащие коэффициентов неголо-












- Q j  (8) 
V • 
эС?Ив) =°/> 
~7п+ТУ — u (г-н) 
^ StA" 
i/H с' / » 
где V ' = О - энергия ускорения, к, -С - натураль­
ные числа, причем в случае знака минус должно быть & > £ . 










ЪТГ; , ,  




где $= ос - jз 
натуральные числа, 
ат 
д1Л Г]Л = Q, 
Т • а "/Л/" произвольные 
1?1 
A = ( f i+iW-t-VCi+O, В-Сп+1)(гч-Ш+4),  
С = (n + DCfb+i)( i+V, D-Cn+JXjb+DCi+l) ,  
а также 
< _ Г . aev».»;ЭЙУ°-.»; 
cA,-ßB,*rc,-i6t ы  ш 
.л д<21/°л; »n a0iW эИ°г»_ р 
+ГЧ—Ш—Щ—ю 
Э 9 "6 
'J 
где 
>4 f  = ( fu+гХг +2)Ci+2),  B j=(n+2Xt+Z)( i  +2.) ,  
C# = (n.+ZXfi*SXi-*-2) j Qi-fa+2)(p.+2.)(i+2)j 
или в частном случае ^ =1 
o(Ai-jbBz+yC1-i^Dz 
х „ эг2№ я d(2iž^; 
ш~ ß°t—Ш 
^ . dl/ö'y 
(п) *°t (jv)
Э«? ai^y (II) 
—6<Л2~/Вг+уСг-SD2) Yjk^k 
где 
- С; , 
А а*Э(р,+гХ1+2), В явЗСп>+2Хг+2), 
C 2  = 3Cn+2Xf i+2), Dz = (rt+2Xp.+2Xt+2). (I2) 
3. Примеры применения полученных уравнений при 
плоском движении твердого тела 
Пусть координатные оси Аху неизменно связаны с те­
лом. Выберем произвольную точку А за полюс. Скорость этого 
полюса + , 
скорость центра масс 
<г£=^ = vj+ify-i- ш(-^^хсГ•; (13) 
172 
* скорое«, пречистым* точки тела 
tF=-цгГ -n^f + ыz jf), (I4) 
"г^е 6) = (p (см. фиг.1),. 
к - единичный вектор оси 2 
(на чертеже не показано), 
Sr^i • $ =ÄС, <V> и 
1>8 - проекции скорости по­
люса на оси х и у соответ­
ственно. За параметры ско­
рости выберем кваэискорос-
ти у и и обобщенную 
скорость oi = \Р . 
Фиг. I 
__ Для определения коэффициентов неголономности ftk 
"заметим из (13), что 
<0Н=*'> • 
Найдем производные базисных векторов 
&Н* ($> €С1г=-сЛ, п1г = -ь> c*it + fj). 
Образуем разности частных производных 
Ьщг btt^ 4  _ 4  ̂  г  7+г* й :  
ъ% ~У~ I-Tu1 + Т>2/ + » f2 > 
ri,t*rtf+r«я»» 
^ " /=>1" +  r'<h r« • 
Отсюда получим ^23 = •/ = - JPgg, = 
так как 
Используем уравнение (5) при tv = 5 





вычислим ее пятую производную по времени 
f'fit tyfy +5<г^+ \ +5t5t£) +• 
+mxc[l£cS +'if-aci> +5(г^ш -t-lfriHX)— 
-••n^[i^co+ +44i3;«I> +jJsjÄJJ -h Я 3 
где R не зависит от ^ и *в . 
Уравнения двиисния —;~1ЯГ~ вяд 
mCif-frv -4»-%***) ш <1,  
т (^+У сш-ь^т^-^ сса г)ж Q g, 
-».^1^+хй,-цл>-f ̂ С1^м) =-Q3 . 
Принимая здесь 1^=0, = 0 и Ц = <v , получим 
известные уравнения Чаплыгина 
т (<> -'Ус*>-*с^*)= Q* 1 
Л" +m(-vyt + twxc ) = Qj 
и для определения Qa уравнение 
mxccv + mi/to - rn-i^üJ8 = Qg 
Испольауем теперь уравнения (9). Пусть для определен­
ности п. = 8, р = 6, t = 2, =1, <х =6, fi =5, 
у : 2 и <? =6-5+2=3. Тогда по (10) имеем 
А = 7-3-2 = 42, «.А = 252 , В = 9г3'2 = 54 , = 270, 
С = 9.7*2 = 126, у С = 252 , р = 9-7-3 = 189, 3D = 567, 
и уравнения (9) дают 
_£ 
333 
f#v) <>) ft) 
ги-Ц^т-
*4 >4 *4 i 
Mm 
Из выражения для кинетической энергии (15) вычислим ее п. -ую 
производную по времени м 
Т = c m̂(n;-oŷ c)+ ̂  га (t̂ +<у хе) -h&) С̂ 6> - тц w&'k)* 
+nV« С"«;-» 
^ /"ЛИ) OL-**f) Ctl—j) 
Отсюда найдем чаезнне производные но i/j , и со • 
Тогда из (9) мы получим знакомые уравнения (16). 
Используем еще уравнения (II). Пусть опять тг = 8, 
р = 6, г =2, i =1, ос = 6, ^3 = 5, ^ =2 я <^=3 
Тогда согласно (12) имеем 
Т/4 
Ag — 96, o<— 5761 B2 — 120, J®^2 Ä 
Cg = 240, yCg = 480, D2 = 320, <$J)2 * 960, 
ж уржненет (II) даю* 
У 
чш Ъц дуг- дг$-
тЪ 
Вычислим функцию 2 V°'n и её производную по времени 
2У°'л=щЫгЩ)+глЦ(^+«ц.)+&)Ъ^ м-w^+mj^ ) -f 
Ol--#) ( -f) , 
+nmq Ы(4|-ю)*с)+лт1£ сл(-Ц+ь)ус)-
-nrnuî coCqXc+V^c) + R , 
-<vyc) + m (% - ) + 
+ m f-co*^) + w S^tŽg+cJXc) + 
+(£^кзАы-гпЦ^+т%хс)^ЪАС0-т1!;ус+гпцхс)+ 
+птЦсл(<и-г+ь)хс) -hnm^co 
-птсЗ'с.) + R, . 
r, Ck.) Cn-<t> ot-H) 
где^ К не зависит от ч*. и ЧЛ , а й4 — от о£ и 
^ . Вычисляя производные по ^ ̂  и с<5^ и под­
ставляя их в (II), придем опять к уравнениям (16). 
Наконец, пользуемся уравнениями (8). Ускорение произволь­
ной точки тела вычисляется по формуле 
<% = I^Ui- со хс ) А+ COXi -t-tycj-cfyi )J 
и энергия ускорений - по формуле 
5= ф +рА coV 
+ mü(-^+Vj/c) +mco(-i^t£ +ty%)+ma>*(-vlxc-i$4jc)+ 
+ т&со(иг^+Цхс) + тс<>3(л%хс-<и;ус) . 
Из выражения энергии ускорений 
'?> (п.1-1) . u г ч f*+^ . г х 
S - т(ц-ь>ус-ч%со-шс)+1^ тС^+сд^+цсо-ь)^)*-
fnz+ОГ-, • , • • , -I 
+•&> [0Аш+гп(-Ц'ус+1Ггхс+а1£ус+б)Цхс)] + £ 5  
23* 175 
ov-м; лун? емИР , 
где R не зависит от , Щ ж , ишфгг 
частные производные dfybv**'0, и d£yd2Š*',) . Пвд-
ставляя эти частные производя» в (•), тмуадм сяова урав­
нения (16). Мы видим, что в уревнеешяв (8) H»#|mpiuiinn т-
голономности не нужны. А это боапеее прппрцмуво во срав­
нению с другими соответствуещиш ура в—и «м». 
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In the present paper the Mangeron-Deleanu n-th order 
equations of the movement of mechanical systems are genera­
lized into nonholonomic coordinates. New types of genera­
lized equations containing the derivatives from the kinetio 
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